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Prefacio 


El proceso actual de desarrollo impetuoso de la técnica de cálculo 
origina la ampliación constante de la esfera de aplicación de las par- 
tes modernas de matemáticas. Los métodos cuantitativos se intro- 
ducen prácticamente en todos los campos de la actividad humana. 
Al mismo tiempo la utilización de la técnica de calculación en la 
economía nacional exige especialistas de alta calificación que posean 
los métodos de matemática de cálculo, 

La matemática de cálculo es una de las asignaturas principales 
indispens» bles para preparar especialistas de alto nivel profesional 
en distint s ramas de la economía nacional. El objetivo de su estudio 
consiste e: enculcar a los alumnos los fundamentos teóricos y hábi- 
tos prácticos para la resolución de diferentes problemas aplicados 
con el empleo de los modelos matemáticos y métodos numéricos 
realizables en el ordenador. 

El material principal del Manual abarca todas las cuestiones 
contenidas en el programa de la asignatura «Matemática de cálculo» 
para la especialidad «Programación para los ordenadores de alta 
velocidad» y constituye un curso entero, acabado. Al mismo tiempo, 
comprendiendo que incluso actualmente el contenido de la materia 
no se ha formado definitivamente, así como teniendo en cuenta las 
perspectivas de desarrollo de los métodos numéricos, los autores 
consideraron necesario incluir algunas cuestiones que hoy día salen 
de los marcos del programa vigente. El malerial respectivo compues- 
to con caracteres menudos no cs obligatorio para el estudio, pero 
puede ser recomendado al trabajar con los alumnos más preparados. 

El contenido del manual comprende tres secciones grandes: «Méto- 
dos del álgebra» (caps. II— VI), «Métodos numéricos del análisis 
matemático» (caps. 1, VII, VIII) y «Métodos numéricos de resolución 
de las ecuaciones diferenciales (caps. IX, X). 

El material teórico está ilustrado por numerosos ejemplos. Al 
final de cada capítulo se dan ejercicios para el trabajo individual. 

En el libro están adoptadas las siguientes designaciones: el co- 
mienzo y el final de la demostración de cualquier afirmación se señalan 
con signos D y W, respectivamente, el comienzo y el final de la 
resolución de un ejemplo, con signos A y A. 


Autores 


Introducción 


Los métodos de cálculo fueron desarrollados por tales eminentes 
científicos como K. Gauss, 1. Newton, O. Cauchy, C. Hermite, 
B. G. Galerkin, A. N. Krylov, N. 1. Lobachevski, P. L. Chéby- 
shev, L. Euler. 

En la formación y desarrollo de los métodos modernos de la 
matemática de cálculo desempeña gran papel la escuela soviética de 
matemáticas que está en vanguardia de la ciencia mundial. 

Así, en el dominio de aproximación, de estabilidad y convergen- 
cia de los esquemas de diferencias los trabajos. fundamentales de 
importancia primordial fueron cumplidos por S. K. Godunov, 
V. S. Riábenki, A. A. Samarski, A. V. Filíppov y otros. 

Las obras de A, A. Dorodnitsin, M. V. Kéldysh, V. I. Krylov, 
O. A. Ladyzhenskaya, G. I. Marchuk, A. A. Samarski, S. L. Sóbolev 
dieron gran aportación al desarrollo de los métodos numéricos y a su 
aplicación práctica a los problemas de la física matemática. 

Los mótodos do resolución de los problemas incorrectos se desa- 
rrollan a base del concepto de regulación, introducido por el acadé- 
mico A. N. Tíjonov. 

En el álgebra lineal los métodos de cálculo obtuvieron gran de- 
sarrollo, en primer lugar, merced a las investigaciones realizadas 
por V. V. Voevodin, L. V. Kantoróvich, D. K. Faddéev y N.V. 
Faddéeva. 

En el campo de optimización de los métodos numéricos es necesa- 
rio mencionar importantes trabajos de los matemáticos soviéticos 
N. S. Bajválov, A. N. Kolmogórov, S. L. Sóbolev y otros. 

Antes de pasar a la exposición inmediata del material básico pro- 
curemos dar una característica breve de la matemática de cálculo. 
Para esto vamos a responder a las tres preguntas siguientes: 

1) ¿Qué cosa es la matemática de cálculo? 

2) ¿Cuáles distinciones de principio de la matemática de cálculo 
permitieron separarla de las matemáticas generales y convertirla 
en autónoma? 

3) ¿Qué importancia tiene la matemática de cálculo para la 
economía nacional? 


1, Actualmento por término «Matemática de cálculo» suele enten- 
derse la parte de matemáticas quo estudia un círculo de cuestiones 
relacionadas con la aplicación de los ordenadores. 

En la matemática de cálculo pueden destacarse tres tendencias. 
La primera es la vinculada con el uso de los ordenadores en diferen- 
tes esferas de la actividad científica y práctica que incluye, en parti- 
cular, la solución numérica de diferentes problemas matemáticos. La 
segunda es la tendoncia ligada con el desarrollo de nuevos métodos 
numéricos y algoritmos y con el perfeccionamiento de los existentes. 
La tercera es la relacionada Con las cuestiones de la interacción del 
hombre con el ordenador, 

Este libro está dedicado a la primera del las tendencias mencio- 
nadas, es decir, a la aplicación de los métodos numéricos para la 
resolución de los problemas prácticos. 

De fundamento sobre el cual se apoya la matemática de cálculo 
sirven los medios de cálculo y, en primer lugar, los ordenadores que 
están desarrollándose hoy día con ritmos sin precedentes y esto es 
un rasgo característico del período actual del progreso técnico. Así, 
durante 30 años, la velocidad de cómputo ha aumentado de una 
operación por segundo (en la regla de cálculo) hasta 3 000 000 opera- 
ciones por segundo, o sea, 3-10% veces. Cabe señalar que desde el tiem- 
po de invención de la máquina de vapor la velocidad de viaje ha 
aumentado de 13 km/h (velocidad del caballo) a 40 000 km/h (veloci- 
dad de la nave cósmica), es decir, sólo 3-10% veces. 

2. Vamos a ilustrar las particularidades características de la 
matemática de cálculo, las cuales la distinguon de las así llamadas 
matemáticas «puras», citando los ejemplos siguientes, 

Desde el punto de vista del matemático «puro» resolver un problo- 
ma significa demostrar la existencia de su solución y señalar el 
proceso que converge a la solución. En cambio, para el que calcula 
el tiempo de obtención de la solución, o sea, la velocidad de con- 
vergencia del proceso, resulta ser con frecuencia un factor de mayor 
importancia. Así, es sabido que la solución del sistema de n ecuacio- 
nes algebraicas puede obtenerse teóricamente para todo n fijado como 
resultado del número finito de operaciones, por ejemplo, con ayuda 
de los métodos de Cramer o de Gauss. Por eso desde el punto de vista 
del matemático «puro» tal problema se considera ya resuelto. Sin 
embargo, durante la realización práctica de los métodos indicados se 
encuentran dos dificultades de principio que no siempre, ni mucho 
menos, son superablos. La primera dificultad consiste en lo siguien- 
te. Con n bastante grande el número de operaciones, aunque sea 
finito, alcanza una magnitud tan enorme que la ejecución de todas 
estas operaciones llega a ser imposible incluso para los ordenadores 
más potentes. Así, para resolver el sistema de n ecuaciones con el 
método de Cramer se necesita cumplir 2-1! operaciones lo que para 
n = 20 constituye 4,6-10%' operaciones. Si el ordenador tiene una 
rapidez de 3.10% operaciones por segundo, debería estar trabajando 
ininterrumpidamente acerca de medio millón de años. El método 
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de Gauss resulta mucho más económico: el número de operaciones, al 
resolver el mismo problema, tiene el orden de n?, 

No obstante, un número de operaciones tan grande engendra la 
segunda dificultad de principio: el error de cálculo acumulado en 
cada operación ejerce una influencia tan grande sobre el resultado 
final que a menudo está muy lejos de la solución verdadera. 

Actualmente los métodos exactos suelen utilizarse para resolver 
los sistemas cuyo orden no supere 10%. Por eso, desde el punto de 
vista del «calculador» el problema do resolver sistemas cuyo orden es 
mayor que 10* dista mucho de ser trivial. Para resolver tales siste- 
mas se emplean los métodos iterativos los cuales, a pesar de ser apro- 
ximados, poseen una ventaja importante de no acumular el error de 
cálculo al pasar de una iteración a la otra. Ahora bien, se trata 
de un hecho que parece paradójico a primera vista, pero a pesar de 
esto es característico para los métodos numéricos: preferencia de un 
algoritmo aproximado al exacto. 

3. La ampliación considerable de las esferas de aplicación de la 
matemática de cálculo, incluyendo su introducción on la economía 
nacionál, se explica principalmente por el hecho de que los fenó- 
menos de la naturaleza y de la vida social, diferentes por su esencia, 
a menudo tienen una estructura formal semejante y, por consi- 
guiente, pueden ser descritos por los mismos modelos matemáticos. 
Por eso la solución de los problemas, descritos por estos modelos, se 
puede obtener con ayuda de los mismos métodos numéricos. 

Hoy día la Unión Soviética tiene un rumbo decisivo hacia la 
formentación ulterior de la economía y el aumento de la efectividad 
do la producción a costa de su intensificación. En la realización de 
este rumbo el papel primordial pertenece al progreso ciontífico-técnico 
con la utilización de los úitimos alcances de las ciencias fundamentales 
y aplicadas. Uno de los factores fundamentales que contribuyen a 
la aceleración del progreso ciontífico-técnico y al cumplimiento de 
los programas complejos y de destinación especial encaminados 
a resolver los problemas científico-técnicos más importantes y 
elevar ulteriormente la productividad del trabajo lo constituye la 
técnica de cálculo electrónico. El desarrollo do los ordenadores y de 
la matemática de cálculo permitirá, por ejemplo, pasar de la 
automatización del mando de los sistemas técnicos y de los procesos 
tecnológicos a la del mando de los procesos de producción. 

La amplia implantación de los modelos matemáticos y de los 
ordenadores en la práctica de planificación y la utilización de los 
mismos en las cuestiones de optimización contribuirá a resolver 
felizmente los problemas de desarrollo económico y social. 


CAPÍTULO I 


Teoría elemental de 
los errores 


$ 1.1. Números exactos y aproximados. Fuentes 
de errores y su clasificación 


En el proceso de resolución de un problema nos vemos obligados 
a tratar diferentes números que pueden sèr exactos o aproximados. 
Los números exactos presentan el valor verdadero del número y los 
aproximados, un valor próximo al verdadero con la particularidad 
de que el grado de proximidad se determina por el error de cálculo. 

Por ejemplo, en las afirmaciones «el cubo tiene 6 caras», «en la ma- 
no hay 5 dedos», «en la clase hay 32 alumnos», «en el libro hay 
582 páginas» los números 6, 3, 32 y 582 son exactos. 

En las afirmaciones «la anchura de la casa es de 14,25 m», «el radio 
de la Tierra es igual a 6000 km», «la masa de una caja de cerillas es de 
10 g» los números 14,25; 6000; 10 son aproximados. Esto está rela- 
cionado, ante todo, con la imperfección de los instrumentos (medios) 
de medida que utilizamos. No existen los aparatos de medida absolu- 
tamente exactos, cada uno tiene su precisión, o sea, admite cierto 
error en las mediciones. En el segundo ejemplo, además, el carácter 
aproximado del número está encerrado en el mismo concepto de radio 
de la Tierra. La cosa consiste en que, hablando en rigor, la Tierra no es 
un globo y hablar sobre su radio se puede sólo aproximadamente. En 
ol tercer ejemplo el carácter aproximado del número se determina, 
además, por el hecho de que diferentes cajas pueden tener diferente 
masa y el número 10 determina la masa de cierta caja media, 

En otros casos un mismo número puede ser tanto exacto como 
aproximado. Así, por ejemplo, el número 3 es exacto si se trata del 
número de lados de un triángulo y es aproximado si se utiliza en vez 
del número v al calcular el área del círculo con ayuda de la fórmula 
S = nR? 

En la práctica de cálculos por número aprozimado a se entiende 
un número que se distingue insignificantemente del número exacto A 
y lo sustituye en los cálculos. 

La resolución de la mayoría de problemas prácticos puede ser 
representada, con cierto grado de convencionalismo, en forma de 
dos etapas sucesivas: 1) descripción matemática del problema dado; 
2) resolución del problema matemático formulado. 

En la primera etapa hay dos fuentes características de errores, En 
primer lugar, los procesos en desarrollo real no siempre pueden 
ser descritos matemáticamente y las simplificaciones introducidas 
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ofrecen sólo la posibilidad de obtener modelos más o menos idealiza- 
dos. En segundo lugar, la fijación de los parámetros iniciales que 
se obtienen, por lo general, de un experimento que ofrece no más que 
un resultado aproximado, es insuficientemente exacta. 

En consonancia con lo dicho el error sumario del modelo matemá- 
tico y de los datos de partida da el error de información inicial. 
Teniendo presente que este error es independiente do la segunda etapa 
de resolución del problema, se llama con frecuentia error inevitable. 

La solución exacta de un problema matemático (la segunda etapa), 
por vía analítica o enun ordenador, es, como regla, irrealizable, Así, 
Por ejemplo, sólo para una clase muy restringida de ecuaciones 
diferenciales, se puede lograr la solución exacta. Por eso en log 
cálculos prácticos se utilizan los métodos de obtención de las solu” 
ciones aproximadas y, en primer lugar, soluciones numéricas. 

Es precisamente tal sustitución forzada de la solución exacta 
por una aproximada que engendra el error del método o, como suele 
llamarse, error de aproximación. 

Por último, en el proceso de resolución del problema se Heva 
a cabo el redondeo de los datos iniciales y de los resultados inter- 
medios y finales, Estos errores, así como los que aparecen durante 
la ejecución de las operaciones aritméticas sobre los números aproxi- 
mados, se transportan en una u otra medida, a los resultados de 
cálculos y forman el así llamado error de cálculo (o error de redondeos). 

En relación con lo expuesto, al plantear un problema, se señala 
la precisión requerida de la solución, es decir, se asigna el error 
máximamente admisible en el proceso de todos los cálculos o s0 
limita por el requisito de computar el error total del resultado. 
Por eso al trabajar con los números aproximados es necesario saber 
resolver los problemas siguientes: 

1) dar las características matemáticas de la exactitud de los 
números aproximados; 

2) conociendo el grado de precisión de los datos iniciales, estimar 
el grado de precisión del resultado; 

3) olegir los datos iniciales con el grado de precisión que asegure 
la precisión prefijada del resultado; 

4) construir del modo óptimo el proceso de cálculo para no efectuar 
cómputos que no influyan sobre las cifras exactas del resultado. 


$ 1.2, Notación decimal y redondeo de los números 
Todo número decimal positivo a puede ser representado en forma 
de una fracción decimal finita o infinita: 
a = a10 + a 1014... 
eee AAA) 
donde œ; son las cifras del número (¿=1,2,...,n,...) con 


la particularidad de que œ, +0; m, el orden (posición) decimal 
superior del número a. 


13 


Ejemplo 1. Representemos el número 1905,0778 en la forma (1): 
41905,0778 = 1.10% + 9-10% + 0.10! +5. 1004 
+ 0.102 + 7-10-2 + 7-4073 + 8-107. 


Cada unidad del ¿-ésimo orden respectivo, sise considera de la izquier- 
da a la derecha, tiene el propio valor 10”-**! llamado valor posicio- 
nal. Así, el primer (a la izquierda) valor posicional es 10” y el 
segundo valor posicional, 10™-1, etc, 

En el ejemplo considerado cl valor posicional correspondiente a la 
cifra 9 es 103-2+1 = 100; a la cifra 5 es 10%-4+1 = 1; a la cifra 8 es 
103-841 = 0,0001. 

En la práctica de cálculos surge a menudo la necesidad de redon- 
dear un número, o sea, reemplazarlo con otro que tiene una menor 
cantidad de cifras. En este caso se conservan una o más cifras, con- 
tando de la izquierda a la derecha, y se omiten todas las sucesivas. 

Las más usadas son las siguientes reglas de redondeo: 

4%. Si las cifras a omitir constituyen un. número que sea mayor de 
la mitad de la unidad del último orden conservado, la última cifra queda- 
da se toma con exceso (aumenta en unidad). 

En cambio, si las cifras a suprimir constituyen un número que sea 
menor que la mitad de la unidad del último orden conservado, las cifras 
que se quedan no varían. 

2. Si las crae a omitir constituyen un número que sea igual a la 
mitad de la unidad del último orden conservado, entonces la última cifra 
quedada se toma con exceso si es impar y no se somete a la variación si es 
par- 

Esta regla sucle llamarse regla de la cifra par. 

Ejemplo 2. Redondear los números siguientes: A, = 12,7852; 
A, = 394,261; A, = 6,265001; A, = 147,5; Az = 148,5 hasta tres 
cifras. 

A Siguiendo la 1 regla de redondeo, obtenemos a, = 12,8; a, = 
= 394; ay = 6,27, puesto que 0,0852 >0,5.40-1; 0,261 < 0,5-10% 
0,005001 >0,5.40-, 

Siguiendo la 24 regla de redondeo, obtenemos a, = 148; a=148, 
puesto que la cifra 7 es impar y 8 es par. A 

En algunos casos, que actualmente tienen cada vez mayor aplica- 
ción, se utiliza una regla de redondeo más simple. Esta regla consiste 
en omitir todas las cifras comenzando con cierto orden (posición). 
Valiéndonos de esta regla, obtendríamos los siguientes valores al 
redondear los números del ejemplo considerado: a, = 12,7; a = 394; 
a, = 6,26; a, = 147; a, = 148. 


§ 4.3. Errores absoluto y relativo 
Sea A un número exacto y a, su valor aproximado. Si a < A, se 
dice que el número a es un valor aproximado del número A por defecto; 


si a >A, un valor aproximado por exceso. 
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La diferencia entre el número exacto A y su valor aproximado a 
se llama error. 

Por lo general, la magnitud del error A — a e incluso su signo no 
se puede determinar, puesto que se desconoce el número exacto A. 
Por eso en vez del mismo error se utiliza la cota superior de su 
magnitud absoluta. 

Se denomina error absoluto de un número aproximado a a la mag- 
nitud A, que satisface ła desigualdad 


> l4 — al. (1) 


El error absoluto es la cota superior de desviación del número 
exacto A respecto al aproximado: 


a— ASAS a+ As. (2) 


La desigualdad (2) se escribe frecuentemente en la forma siguien- 
te: 


A=02kA. (8) 


En calidad de error absoluto se toma, en la medida de lo posi- 
ble, el número mínimo. Por ejemplo, midiendo la longitud de un 
segmento, nos hemos cerciorado de que el error admitido no supera 
0,5 cm; con mayor razón éste no excede 1, 2 y 3 cm. Cada uno de estos 
números puede considerarse valor absoluto. Sin embargo, por error 
absoluto conviene tomar el menor de estos números, ya que cuanto 
menor sea el error absoluto tanto más estrecho será el intervalo 
dentro del cual se asigna el número exacto. 

En la práctica se emplean a menudo las expresiones siguientes: 
«con precisión hasta 0,01», «con precisión hasta 1 cm», ete. Esto 
quiere decir que el error absoluto es igual, respectivamente, a 0,01; 
1 cm, etc. 

Ejemplo 1. Hemos medido la longitud de un segmento L con pre- 
cisión hasta 0,05 cm y obtenido 1 = 18,4 cm. Aquí el error absolu- 
to A, = 0,05 cm. De acuerdo con la fórmula (3) es necesario escribir 
l = 18,4 +0,05 cm. La magnitud exacta de la longitud del seg- 
mento está encerrada, según la fórmula (2), entre las cotas siguientes: 
18,35< L< 18,45. 

Ejemplo 2. Se ha medido la longitud de un segmento L con ayuda 
de una regla en la cual el valor de una división es de 0,1 cm. Resultó 
que el valor exacto de L está entre 4,6 y 4,7 cm. En esté caso como 
valor aproximado debe tomarse 1 = 4,65, o, sea, el centro del inter- 
valo dentro del cual se encuentra el número exacto L. Es evidente 
que en este caso de error absoluto sirve la mitad del valor de una 
división de la regla: A, = 0,05. Ahora bien, L = 4,65 + 0,05 cm. 

El error absoluto representa sólo el aspecto cuantitativo del error 
sin reflejar el aspecto cualitativo, es decir, sin mostrar cómo hemos 
realizado la medición o el cálculo: bien o mal. Efectivamente, 
supongamos que midiendo con la misma regla, en la cual el valor de 
una división es de 1 cm, la longitud del tablero de una mesa y el espe- 
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sor del mismo, hemos obtenido los resultados siguientes (en cm): 
el espesor L, = 2 +0,05 y la longitud L, = 100 30,5. Tanto en 
la primera medición como en la segunda el error absoluto es igual 
y constituye 0,5 em. No obstante, se ve que la segunda medición 
está cumplida más cualitativamente que la primera. Con el fin de 
estimar la calidad de los cálculos cumplidos o las mediciones respecti- 
vas se introduce el concepto de error relativo. 

Se llama error relativo de un número aproximado a la magnitud ôa 
que satisface la desigualdad: 


e El, 2x0. 0, 
En particular, por error relativo se puede tomar 
=t, a0 65 


lat” 
y la relación (3) puede ser representada en la forma 
A = a (1 = a). © 


Nótese que el error relativo es un número abstracto y se expresa, 
a veces, en tanto por ciento. 

Retornando a la medición del espesor del tablero de la mesa y de 
la longitud del mismo, determinemos sus errores relativos: 


81, = 0,5/2 = 0,25 o bien 25%; 
öz, = 0,5/100 = 0,005 o bien 0,5%. 


En tales casos se dice que la longitud del tablero de la mesa Ends 
medida relativamente mejor (en 50 veces) que su espesor. 

Ejemplo 3. Un valor exacto A se encuentra en el intervalo [23, 07; 
23,10). Determinar su valor aproximado, así como los errores abso- 
luto y relativo. 

Tomamos por valor aproximado el centro del intervalo dado: 
a = 23,085. El error absoluto es la mitad de su longitud: A, = 0,015. 
Tomemos por orror relativo 6, = Ag/a = 0,000604... La magnitud 
del error suele redondearse hasta una o dos cifras distintas del cero. 
Por eso se puede poner ô, = 0,07%. Nótese que en los problemas 
de semejante género el redondeo del error se ejecuta en la dirección 
de aumento del mismo para asegurar el cumplimiento de las desigual- 
dades (2) y (4). A 

Ejemplo 4. Determinar (en tanto por ciento) el error relativo del 
número aproximado a = 35,148, si A = 35,148 + 0,00074. 

A Hagamos uso de la fórmula (5). Tenemos 


Ôa = Ag/| a | = 0,00074/35,148 = 0,000022 œ 0,003%. A 


Ejemplo 5. ni el valor absoluto del número aproximado 
a = 4,123, si ô, 

A ecribamea l los E en forma de la fracción decimal 
y para determinar el error absoluto utilicemos la fórmula (5). Enton- 
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Aa = | a |-6, = 4,123-0,0001 = 0,0005; 
A = 4,123 + 0,0005. A 


Ejemplo 6. Determinar en qué caso la calidad de cálculos es 
superior; 


A, = 13/19 æ 0,684, o bien A, = V 52 = 7,24. 


A Para hallar los errores absolutos tomemos los números a, y da 
con mayor número de signos decimales: 13/19 = 0,68421; Y 52 x 


== 7,2111 ... Determinamos los valores absolutos rodendeándolos 
con exceso; 

Aa, = 10,68421 ... —0,684] œ 0,00022; 

Aa,=17,2111 ...—7,21] 0,0012. 


Encontramos los errores relativos: 


8,,=Aa,/]a,] =0,00022/0,684 ~ 0,00033 ~ 0,04%; 
ôa, = Aa,/ [aa] =0,0012/7,21 œ 0,00017 œ 0,02%. 


En el segundo çaso la calidad de cálculos resulta superior, ya 
que ba, < Êa A 


$ 1,4. Cifras significativas justas 


Al resolver los problemas se impone con frecuencia la condición: 
calcular el resultado con precisión hasta 0,1; 0,01, etc. Puede crearse 
la impresión de que la precisión do cálculos se determina por el núme- 
ro de cifras decimales puestas después de la coma. No obstante, no es 
cierto. La exactitud de cálculo se determina por el número de cifras 
del resultado que son fiables. 

Se llaman cifras significativas de un número todas sus cifras, 
a excepción de los ceros, puestas a la izquierda de la primera: cifra 
distinta del cero. 

Los ceros puestos al fín de un número son siempre cifras signifi- 
cativas (en el caso contrario no se escriben). 

Ejemplo 1. Los números 0,001604 y 30,500 tienen, respectiva- 
mente, 4 y 5 cifras significativas. 

Al escríbir los números enteros pueden haber algunos pormenores, 
Si, por ejemplo, queremos mostrar quo en el número 400 000 los 
últimos tres ceros no son significativos, el número dado ha de eseri- 
birse en la forma de dos factores: 400.10%640,0-10%, o bien 0,400. 105. 
La última forma de la notación se llama normalizada y es preferible. 
En este caso se dice que 400 es mantisa del número y 6, su orden. 

Recuérdeso que todo número decimal positivo, exacto y aproxi- 
mado, puede ser representado en la forma 


a = a10” + ay 10M nnn pd MAA 


2540 47 


La cifra an del número aproximado « se llama cifra significativa 
justa (o simplemente justa) siempre que se cumpla la desigualdad 


[4 — a js 0,5108, (1) 


o sea siempre que el valor absoluto de la diferencia entre el número 
exacto y su valor aproximado no sobrepase la mitad de la unidad 
del orden decimal en que está Ap. 

Puesto que de ordinario en vez de | A — a | se considera el error 
absoluto Aa, la desigualdad (1) se reemplaza a menudo pòr la si- 
guiente: 

Asl 0,510004, (2) 


puesto que al cumplirse esta desigualdad se cumple la desigualdad 
inicial (4). 

Por otro lado, si se da un número n de cifras justas del número 
aproximado a, por valor absoluto se puede tomar 


Ay = 0,5-10m-"+1, (3) 


Si la desigualdad (2) no se cumple, la cifra œn se Mama dudosa. Es 
evidente que si la cifra æ, es justa, todas las precedentes (a la izquier- 
da de ella) también son justas. 

Ejemplo 2. El número 4 = 23,10 se ha obtenido por redondeo 
de cierto númoro exacto. ¿Cuántas cifras justas contiene el número a? 

A Al redondear los, números según la regla de la cifra par el 
error absoluto no puede suporar la mitad de la unidad del último 
orden conservado. Esto quiere decir que en el número obtenido por 
redondeo todas las cifras quedadas son justas. Es evidente que en 
el caso en cuestión todas las cuatro cifras son justas y el error Ag = 
= 0,005. A 

Ejemplo 3. El número a = 23,071937 contiene cinco cifras justas. 
Determinar el error absoluto del mismo. 

A Hagamos uso de la fórmula (3). Aquí m = 1, n = 5, por lo que 
por error absoluto se puede tomar A, = 0,5-101-3+ = 0,0005. A 

Ejemplo 4. El error absoluto del número a = 705,1978 es igual 
a Aa = 0,3. Determinar qué cifras en el número a son justas y redon- 
dear el número a, conservando sólo las cifras justas. 

A Utilicemos la fórmula (2). Aquí m = 2, A, = 0,3 y n ha de 
determinarse de la desigualidad 0,3< 0,5.10%", Por verificación: 
directa nos convencemos de que el n máximo que satisfaga esta 
desigualdad es igual a 3 y la cifra 5 es justa: 0,3 < 0,5-1023+*, y la 
cifra í es dudosa: 0,3 > 0,5.102-4*1, 

Por consiguiente, el número a = 705,1978 tiene tres cifras justas. 
Vamos a redondearlo hasta tres cifras: a, = 705. En este caso el error 
total es igual a la suma del error inicial y del error de redondeo: 
Aa = 0,3 + 0,2 = 0,5, así que se puede escribir: A = 705 + 0,5. A 

En las tablas matemáticas todas las cifras significativas coloca- 
das son, como regla, justas. Así, en las conocidas Tablas de V. M. Bra- 
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dis w valores de seno se dan con error absoluto que no excede de 
0,5. 10-4, 

El último tiempo está utilizándose con más frecuencia el concepto 
de cifras significativas justas en sentido lato. Este concepto está 
vinculado con la regla elemental de redondeo la cual hemos mencio- 
nado al fin del $ 1.2, 

La cifra a, del número aproximado 


a = a10 + a 10M OMA 
se llama cifra significativa justa en sentido lato, si se cumple la desi- 
gualdad 
A, < 1109-04, a) 


o sea, si el error absoluto del número a no supera la unidad del orden 
decimal que incluye %.. 


- $ 1.5. Relación entre el número de cifras 
justas y el error del número 


El número de cifras justas de un número aproximado sė determina 
por la desigualdad 

|4 — a |< 0,54070, (1) 

lo que se desprende de la definición de la cifra significativa justa. 


Dividiendo ambos miembros de la desigualdad (1) por [a |, 
obtenemos 


Aa 05-40mensa 
[2 <S Ta Fa TS 
0,5.10m-n+1 05 


< 


TA: (2 
Ahora bien, si la cifra a, del número aproximado a es justa, por 
error relativo se puede tomar 
0,5 
ba = par: (8) 


Por otro lado, para que la cifra 2, del número aproximado a sea 
justa es necesario que se cumpla la desigualdad 
5 0,5 
EE e 
puesto que en este caso se cumplen las desigualdades (2) y (1). 
En el caso en que se trata de cifras significativas justas en sentido 
lato, se puede obtener una fórmula análoga: 
í 
ôa = TT: (5) 
Ejemplo 1. ¿Cuál es el error relativo del número aproximado 
a = 4,176 si todas sus cifras son justas? 
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_ A Puesto que en el número 4,176 todas las cuatro cifras son 
Justas, con ayuda de la fórmula (3) encontramos el error relativo 


0,5 EEE = 
5 AS TA æ 0,00013=0,013%. 

Nótese que el error relativo del número a puede ser hallado 
valiéndose de la fórmula ô, = Ag/| a |. Ya que en el número dado a 
todas las cifras son justas, A, = 0,0005. Así pues, 

Ôa = 0,0005/4,176 = 0,00012 = 0,012%. 

Como vemos, la diferencia no es grande, pero la aplicación de la 
fórmula (3) simplifica algo el cálculo. A 

Ejemplo 2. ¿Cuál es el error relativo del número a = 14,278 si 
todas sus cifras son justas en sentido lato? 

A Puesto que todas las cinco cifras son justas en sentido lato, 
entonces, utilizando la fórmula (5), obtenemos 


à= am = rrr = 0.0001 =0,01%. a 
Ejemplo 3. ¿Con cuántas cifras decimales justas hace falta tomar 
V T8 para que el error no exceda del 0,1%? 
A Aqui A = V T8 æ% 4, ...; 8,<0,1%, o sea, Ôa < 0,001. 
Tenemos 6, = mom < 0,001, de donde 125 < 10"-1; 1,25-10*< 
< 10"-} log 1,25 + 2< n —1;n> 3 + log 1,25, es decir n >> 4. A 


$ 1.6. Errores de la suma y de la diferencia 
Consideremos los números exactos Ay, Ay, . . ., An y sus valo- 


E 
res aproximados dy, %z, . . ., Ap. Sea A = Y) A; la suma de todos 
i=1 


a 
los números exactos y a = Y a;, suma de sus valores aproxima- 
Si 
dos. Planteemos el problema: conociendo los errores absolutos Aj, 
Aus + + », Aa, de todos los números aproximados, estimar el error abso- 
luto de su suma a. Planteemos la diferencia 
A —a = (A1 =m) + (42 0) +... + (An ~ an). 
Pasando a los valores absolutos de los miembros segundo y pri- 
mero de esta relación y utilizando la propiedad de los valores abso- 
lutos, obtenemos 
|A—=a1</4,—0 1414 m tl too H l Aa ta |. 
Por lo tanto, 
14 =a |S ba, + Aa, +o H Aan (1) 
y por error absoluto del número aproximado a, o sea, de la suma de 
los números aproximados 4,, âs, - . ., Gn Se puede tomar la suma 
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de los errores absolutos de los sumandos: 
Aa = Aa, + Bar +++ H Boy (2 


De la última fórmula se deduce que, hablando en general, el error 
absoluto de la suma algebraica no debe sor menor que el error abso- 
luto del menos exacto entre los sumandos. Por eso, con el fin de no 
realizar cálculos superfluos, no se debe conservar las cifras super- 
fluas también en sumandos más exactos. 

Al adicionar los números de exactitud absoluta distinta se suele 
proceder del modo siguiente: 

4) se separa el número (o los números) de la exactitud mínima 
(es decir, el número que tiene el error absoluto máximo); 

2) se redondean números más exactos de modo que en ellos se 
conserve una cifra más que en el número separado (es decir, se deja 
una cifra de reserva), 

3) se efectúa la adición, teniendo en cuenta todas las cifras 
conservadas; i 

4) el resultado obtenido se redondea suprimiendo una cifra. 

Observación. Si hay una gran cantidad de sumandos (n > 10), la 
estimación del error absoluto de la suma realizada con ayuda de la 
fórmula (2) resulta fuertemente aumentada, ya que de ordinario 
ocurre una compensación parcial de errores de signos opuestos. Si 
todos los sumandos están redondeados hasta el m-ésimo orden deci- 
mal, o sea, sus errores se evalúan por la magnitud 0,5-40"", la esti- 
mación estadística del error absoluto de la suma se calcula por 
la fórmula siguiente: A 


Áa = Vn:0,5-10-", (8) 
Ejemplo 1. Adicionar los números aproximados: 


a = 0,1732 -+ 17,45 + 0,000333 + 204,4 + 7,25 + 144,2 + 
+ 0,0142 + 0,634 + 0,0771 cada uno de los cuales tiene justas 
todas las cifras escritas. 

A Elegimos los números de la mínima exactitud (de máximo 
error absoluto). Tales números son: 204,4 y 144,2. El error de cada 
uno de ellos constituye 0,05. Redondeamos los demás números, 
dejando una cifra (de reserva) más y sumamos todos los números: 


0,47 
17,45 


21 


Redondeamos la suma obtenida, suprimiendo una cifra: 374,2; 

Evaluemos la exactitud del resultado. El error absoluto de la 
snma se compone de dos sumandos: 

4) del error inicial, o sea, de la suma de los errores de los núme- 
ros menos exactos y de los errores de redondeo de los demás números: 
0,05-2 + 0,005-7 = 0,14; 

2) del error de redondeo del resultado: 0,01. 

Ahora bien, el error absoluto de la suma es 0,15 y el resultado ha 
de escribirse en la forma A = 374,2 4 0,15. Es posible también 
tal forma de la notación: A = 374,2 +0,2. A 


De un modo análogo se procede también en el caso en que uno 
o varios números aproximados son negativos. 

Ejemplo 2. Hallar la diferencia de los números aproximados 
a = a, — ay y estimar el error absoluto y relativo del resultado 
si A, =17,5 +0,02, A, = 45,6 + 0,03. 

A Encontramos a = 4, — da = 17,5 — 45,6 = — 28,1; A, = 
= An, + Ag, = 0,02 + 0,03 = 0,05. Ahora bien, A = — 28,1 + 
+ 0,05. Determinemos el error relativo: ôe = 0,05/] — 28,1 | = 
0,002 70,2%. A 

Se puede mostrar que si el error absoluto de la suma de números 
aproximados se determina por la fórmula (2) y el error relativo 
de la suma 6, = A, | a |, entonces 


min S ba < Ómax: 
Ejemplo 3. Estimar el error relativo de la suma de números del 


ejemplo 1 y compararlo con los errores relativos de los sumandos. 
A Determinemos el error relativo de la suma: 


ôa = 0,2/374,2 = 0,0006 = 0,06%. 
Los errores relativos de los sumandos constituyen: 


ôa, = 0,005/0,47 = 3%; 8a, =0,005/47,45 = 0,03%; 
ôa, = 0,05/204,4 = 0,03%; ôa, = 0,005/7;25 = 0,07%; 
a, =0,05/444,2 =0,04%; 8a, = 0,005/0,01 = 50%; 
$4, = 0,005/0,63 = 0,8%; 8a, = 0,005/0,08 = 7%. 


Así pues, Öm = 0,03%, mix = 50%, Ôa = 0,06%, o sea, el 
error relativo de la suma está encerrado entre los errores relativos 
mínimo y máximo de los sumandos. A 

Nótese que al sustraer los números próximos aparece con frecuen- 
cia la situación llamada pérdida de exactitud. Sea z >0, y >Q 
y 4=zx— y; entonces 

ô, =% Ltd 
ela lz=yl ` 


Ahora bien, si los números z e y poco se distinguen uno de otro, en- 
tonces, incluso al ser pequeños los errores A, y Ay, la magnitud del 
error relativo de la diferencia puede resultar considerable. 
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Ejemplo 4. Sea z = 5,125, y = 5,135; aquí A, = 0,0005, A, = 
= 0,0005, 8, œ ô, œ 0,01%. El error relativo de la diferencia 
a= x — y constituye 


ôa = 2 100 =10%. 

Es evidente que como resultado de la sustracción de dos números 
próximos puede tener lugar gran pérdida de éxactitud. Para evitar 
esto, es necesario procurar que el esquema de cálculo se transforme 
de un modo tal que las pequeñas diferencias de las magnitudes se 
calculen inmediatamente. 5: 0d, 

Ejemplo 5. Hallar la diferencia A = V 6,27 — V 6,26, y estimar 
el error relativo del _ resultado. fet. ER 

A Sea A, = V 6,27 = 2,504; Aa, = 0,0005; 4 = V 6,26 œ 2,502; 
Aa, = 0,0005. Entonces a= 2,504 — 2,502 =0,2-10% A, = 
= 0,0005 + 0,0005 = 0,001, de donde 


No obstante, cambiando el esquema de cálculo se puede obtener 
una estimación mucho mejor del error relativo: 


A=V 027 —V 026 (V 0,27 — 15,28) (V 5,274 Y 8,20) _ 


V 0,21+ V 626 
6,27-6,28___ 0,01 =0,2:102=a; 
AA 
Aas tba, '_, 0,001 a 
== 5005 = 02-10- = 0,02%. 


Ahora bien, al calcular con las mismas cuatro cifras justas de a, 
y a, hemos obtenido un resultado mucho mejor desde el punto de 
vista del error relativo. A > 

Ejemplo 6. Calcular el valor de la función y = i — cos z pará 
los siguientes valores del argumento: 1) z} = 80% 2) z, = 1”. Calcu- 
lar los errores absoluto y relativo del resultado. 

A 1) Con ayuda de las «Tablas matemáticas de cuatro cifras» de 
Bradis encontramos cos 80° æ 0,1736 y puesto que todas las cifras 
do este número son justas, tenemos Aop.1739 = 0,00005. Entonces 
yı = 1 — 0,1736 = 0,8264 y Ay, = 0,00005 (del número exacto, 
igual a la unidad, se sustraye el número aproximado con error abso- 
luto que no excede de 0,00005). 

Por consiguiente, 


6y, = 0,00005/0,8264 = 0,00006 = 0,006 %. 


2) Tenemos cos 1” æ 0,9998; Ao.ss = 0,00005; y, =1— 
—0,9998 = 0,0002; Ay, = 0,00005; por lo tanto, 


8, = 0,00005/0,0002 = 0,25 = 25%. 
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De los ejemplos dados se ve que para pequeños valores del argu- 
mento el cálculo inmediato por la fórmula y = 4 — cos z da el 
error relativo del orden de 25%. Para z = 80° el error relativo 
constituye sólo 0,006% . 

Cambiemos el esquema de cálculo y para hallar los valores 
de la función y = 1 — cos x, siempre que los valores del argumento 
sean pequeños, hagamos uso de la fórmula y = 1 — cos z = 
=2 sen? (2/2). Designemos A = sen 0°30 æ 0,0087. Entonces 
As = 0,00005; ôe = 0,5/87 = 0,58%. Pero 


Ya = 2-0,0087? = 0,000151; 
ôn, = 1,2% 


(véase a continuación el § 1.7). Como resultado obtenemos 
Ay, = Yay, = 0,000151 -0,012 = 0,000002 


(antes hemos tenido A,, = 0,00005). Ahora bien, la simple trans- 
formación de la fórmula de cálculo ha permitido, con los mismos 
datos iniciales, obtener un resultado más exacto. A 

Sin embargo, no siempre es posible transformar el esquema de 
cálculo. Por eso al sustraer números próximos uno a otro es necesario 
tomarlos con una cantidad suficiente de cifras justas de reserva (si 
esto es posible), Si se conoce que los primeros m cifras significativas 
pueden desaparecer y el resultado debe obtenerse con n cifras signi- 
ficativas justas, los datos iniciales han de tomarse con m + n cifras 
significativas justas, como hemos hecho en el ejemplo 5. 


$ 1.7, Error del producto. Número de cifras 
justas del producto 


Error del producto. Examinemos dos números exactos A, y Az 
y sus valores aproximados ay y az. Sea A = Ay 4) y a = qaz. Plante- 
emos el problema: conociendo los errores relativos 6,, y Bis esti- 
mar el error relativo del producto Ôa. 

Representemos los valores exactos A, y A en la forma 


Ar =a +A, Aa = a; + Az, a) 
donde las incógnitas A, y Az satisfacen las desigualdades 
lA IS la 183 1421<] albar (2) 


Multiplicando los miembros segundos y primeros de las relacio- 
nes (1), obtenemos 


AJA) = 014) + Aya, + Aga, + Aba 


Pasando a los valores absolutos de los miembros segundo y prime- 
ro de esta relación, y utilizando las propiedades de los valores abso- 
lutos, encontramos á 


| 4,47 — ahs |< lAa | + 1412 | + | åå; |- 6) 
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Suprimamos el último sumando del segundo miembro en virtud. 
de su pequeñez y dividamos los miembros segundo y primero do la 
desigualdad por | a] = |] aa, |. Entonces, en vista de las relacio- 
nes (2), tenemos 


< Sa, + bay- (4) 


De la relación obtenida se deduce que por error relativo del pro- 
ducto a = aa, se puede tomar la suma de errores relativos de los 


A-a 
a 


factores 
8, = $4, + Öar (5) 
La desigualdad (5) se extiende fácilmente al producto de unos 
cuantos factores, así que si A = 4142... An Y a = Ut. - «Cn, 
se puede tomar que 
¡AE A (6) 


En el caso en que todos los factores, a excepción de uno, son nû- 
meros exactos, de la fórmula (6) se desprende que el error relativo 
del producto coincide con el error relativo del factor aproximado. 
Ahora bien, si de número aproximado sirve sólo el valor del fac- 
tor a;, entonces 

ôa = 62. ' m 


Observación. Al multiplicar el número aproximado a por el factor 
exacto k el error relativo del producto es igual al error, relativo 
del número aproximado a y el error absoluto es | k | veces mayor que 
el error absoluto del número aproximado. 

En efecto, sea a = ka,, donde k es el factor exacto, distinto del 
cero. Entonces, según la fórmula (7) tenemos a = ôs, o bien 


Aa = |ala = [2 lôa, = ]has| 


Aa, e 
ej = [kl Aan 
Aa = 1 F MAar 6) 


Conociendo el error relativo 6, del producto a, se puede determi- 
nar su valor absoluto por la fórmula A, = |] 4 |6m. 

Si el error relativo del producto de números aproximados se ha- 
lla con ayuda de la fórmula (6), al multiplicar los números de dife- 
rente error relativo no conviene conservar las cifras superfluas en los 
números de menor error relativo. Se suele proceder del modo siguiente: 

1) se separa el número con cantidad mínima de cifras significa- 
tivas justas; 

2) los factores quedados se redondean de un modo tal que con- 
tengan una cifra significativa más que la cantidad de cifras signi- 
ficativas justas en el número separado; 

3) se conservan en el producto tantas cifras significativas cuantas 
cifras significativas justas tiene el menos exacto de los factores 
(número separado). 


O sea, 
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Ejemplo 1. Hallar el producto de los números aproximados z, = 
= 3,6 y z, = 84,489 todas las cifras de los cuales son justas. 

A En el primer número hay dos cifras significativas justas yen 
el segundo, cinco. Por eso redondeamos el segundo número hasta 
tres cifras significativas. Una vez realizado el redondeo, tenemos 
2 = 3,6; 2, = 84,5. De aquí 


ziz, = 3,6 -84,5 = 304,20 = 3,0-10%, 


Como resultado hemos conservado dos cifras significativas, o sea, 
tantas cuantas tenía el factor con cantidad mínima de cifras signi- 
ficativas justas. A 

Ejemplo 2. Determinar el producto de los números aproximados 
Z, = 12,4 y z, = 65,54 y el número de cifras justas contenidas en 
el mismo si todas las cifras escritas en los factores son justas. 

A En el primero de los números hay tres cifras significativas 
justas y en el segundo, cuatro; se puede multiplicar los númoros sin 
redondearlos previamente; 2,2, = 12,4:65,54 = 812,696. Es nece- 
sario conservar tres cifras significativas, ya que el menos exacto de 
los factores tiene tanta cantidad de cifras significativas justas; 
ahora bien, a = 813. Calculemos el error: 


ba =bn hb =P 0,0044. 


Entonces A, = 813-0,0041 = 3,4. Por lo tanto, el producto tiene 
dos cifras justas y debe escribirse así A = 813 +4. 4 

Número de cifras justas del producto. Supongámos que se da el 
producto de k factores (k< 10) a = ajas ... . az, donde a; 0. Cada 
uno de los factores contiene n cifras justas (n > 1), por lo menos. 

Supongamos que cada uno de los factores tiene la forma 


a=0/100+ p,10074 
Hetou? (it, 2... (9) 
«donde æ; son las primeras cifras significativas de los factores, apro- 
Ximados escritos en el sistema decimal de numeración. > 


Para el error relativo del número aproximado que tiene n, cifras 
justas utilicemos la fórmula 


di 0,5 


rli=1, 2, 0... 8. 


Entonces el- error relativo del producto de Æ números aproximados, 
cada uno de los cuales tiene n cifras significativas justas, es igual a 


6=00 +80 +... +81, 
0,5 4 1 i 
=w (atit Hi). (10) 


26 


Teniendo en cuenta que la cantidad de factores es no más de 10 
{k< 10), obtenemos 


4 £ e Y 
ra? . +S 
y, por consiguiente, 


0,5 
b < =E- 


Ahora bien, si todos los factores tienen » cifras significativas y la 
cantidad de factores no es más de 10, entonces la cantidad de cifras 
justas del producto es una o dos unidades menor que n. En el casó 
en que los factores tienen diferente exactitud, por n es necesario 
entender la cantidad de cifras justas contenidas en el menos exacto 
de los factores. 

Observación. Si hay una gran cantidad de factores (k > 10) es có- 
modo hacer uso de la estimación estadística que tiene en cuenta la 
compensación parcial de los errores de signos opuestos. Si todos los 
números a; (i=1, 2, ..., k) tienen, aproximadamente, el mismo 
error relativo ô, el error relativo del producto se toma igual a 

ôa = V nô. (14) 

Ejemplo 3. Determinar el error relativo y la cantidad de cifras 
justas del producto a = 84,76-8,436, donde todas las cifras de los 
factores son justas. k 

A Aquí a, = 84,36; a, = 8,436; n, = n, = 4. El mismo pro- 
ducto a = 715,03 .. . comienza con la cifra 7, es decir su a, = 7. 
Ahora por la fórmula (10) tenemos 

0,5 1 Al 0,5 
a (+3) = me: 

Comparando este. resultado con el segundo miembro de la fór- 

mula (4) del $ 1.5, hallamos 


0,5 < 0,5 3 0,5 
TFNO S Taper TED + 


Por consiguiente, el producto tiene tres cifras justas, por lo menos. 

Verifiquemos si es así. Determinemos el error absoluto con ayuda 
de la fórmula A, = | a | Ôa; obtenemos Aa = 715:0,125-10 œ% 
0,09. De aquí se desprende que el valor aproximado del producto 
tiene tres cifras justas y teniendo en cuenta el error de redondeo del 
resultado se puede escribir A = 715 +0,2. A 

Ejemplo 4. Determinar el error relativo del producto a = 
=:145,35 -1,24386 y la cantidad de cifras justas contenidas en el 
mismo si los números se dan con cifras justas. 

A Aquí a, = 145,35, nı = 5, a, = 1,24386, ny = 6. Los núme- 
ros dados tienen diferente cantidad de cifras significativas justas; 
elegimos n = 5. Por la fórmula (10) obtenemos 


05 E E G 
=p (7+3) = BAG + 
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Al calcular el producto a = a, +a, = 770,43 . . ., comparemos la 
magnitud $, con el be qa miembro de la fórmula (4) del $ 4.5: 


05 
TF rr T5- r< TFI: 


Por consiguiente, el producto tiene, como mínimo, tres cifras signi- 
ficativas justas. A 

Ahora bien, en el caso desfavorable el producto de los números 
aproximados puede tener z — 2 cifras significativas justas (don- 
de n es la cantidad mínima de cifras significativas justas de los 
factores dados). 


$ £.8. Error del cociente. Número de cifras justas 
del cociente 


Error del cociente. Consideremos Jos números exactos Ay, Az 
y sus valores aproximados 4, 4, con errores aproximados Aa, Aay 
Planteemos el problema: estimar el error relativo del valor aproxi- 
mado del cociente a = a,/a, para el valor exacto A = A,/A;. Soa 
a, £ 0, a, 5 0. Representemos los valores exactos 4, y A, en la forma 


A:= m +A, 42=4, + Ap (1) 
donde las incógnitas A, y A, satisfacen las desigualdades 
14,11% Ac» 142 1< bay (2) 
Consideremos ahora la diferencia 


ata a abide 
By a, az (a A)" 

Dividiendo los miembros segundo y primero por a, examinemos sus 
valores absolutos: A 


Ama N] | IE A, 
=| AMA ls j ES 

a (07 +87) CSI 
Teniendo en cuenta que A, es pequeño en comparación con &s, pon- 
gamos aproximadamente que a2/(a, + Ay) = 1. Entonces, utilizan- 
do las propiedades de los valores absolutos y las desigualdades (2), 
obtenemos 

A-a A A, | Aa, , Ma 
191-1150 +18 =8,.+ 8. 

Ahora bien, por error relativo del cociente a = a/a, se puede tomar 
la suma de errores relativos del dividiendo y del divisor: 


ba = Ôa, + 50,- (8) 


Al utilizar la fórmula (3) para la estimación del error relativo del 
cociente hacen la aportación principal en este error los números 
menos exactos (que tienen el máximo error relativo). Por eso al 
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dividir los números de diferente error relativo se suele procedor del 
modo siguiente: 

1) se separa el número menos exacto, o sea, el número que tiene la 
cantidad mínima de cifras exactas; 

2) se redondea el segundo número, conservando una cifra signifi- 
cativa más que las tiene el número separado; 

3) en el cociente se conservan tantas cifras significativas cuan- 
tas las había en el número exacto menor. 

Conociendo el error relativo del cociente, es fácil determinar su 
error absoluto con ayuda de la fórmula 


A= lal 8a =| -$ | (8a, + ad- 4) 


Ejemplo 1. Calcular el cociente a = z/y de los números aproxima- 
dos x = 5,735 e y = 1,23 si todas las cifras del dividiendo y del 
divisor son justas. Determinar los errores relativo y absoluto. 

1) Primeramente calculemos el cociente. Puesto que el dividien- 
do z = 5,735 contiene cuatro cifras significativas justas y el divisor 
las contiene tres, se puede realizar la división sin previo redondeo; 
tenemos 4a = 5,735: 1,23 = 4,66. Como resultado hemos conservado 
tres cifras significativas, puesto que el número exacto mínimo 
(divisor) contiene tres cifras significativas justas. 

2) Calculemos el error relativo del cociente por la fórmula (3), 
teniendo en cuenta que Ax = 0,0005; A, = 0,005: 

' 0,0005 0,005 
ba = ôx + ôy == ta = 0,00009 +- 0,0041 = 0,0042 = 0,5%. 
3) Determinemos el error absoluto 
Aa = | 415, = 4,66 -0,0042 = 0,02. 


El resultado final, teniendo en cuenta el error de redondeo del 
producto (0095); ha de escribirse así: A = 4,66 + 0,03. 

Nótese que la cifra de centésimas partes. es dudosa, puesto que 
0,03 > 0,005. Si queremos dejar en el resultado sólo cifras justas, 
es necesario redondear el resultado y tener en cuenta el error de 
redondeo. El número aproximado a, = 0,5 satisface este requisito, 
puesto que Aa, = Aa -+ Atea = 0,02 + 0,4 = 0,42 < 0,5. 

Al mismo tiempo es imposible dejar en el número aproximado a 
dos cifras justas, ya que en este caso obtendríamos as = 4,7 y Aa, = 

Aa + Añea = 0,02 + 0,05 = 0,07 >0,05. A 

Cantidad de cifras justas del cociente. Supongamos que los núme- 
ros aproximados 


ara 100 a 0 
a= Pio 101+ a101... 


tienen n cifras significativas justas cada uno. Entonces, utilizando 
las desigualdades 


ba = apro do pagar 
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hallamos el error relativo del cociente a = alaz: 
Er __05 us ME A % 
e e e O 

Por consiguiente, si 4,> 2 y B,> 2, entonces el cociente tiene 
por lo menos n — 1 cifras significantes justas. Si a, = 1 o bien fi, = 
== 1, entonces el cociente puede tener n — 2 cifras significantes 
justas. 

Ejemplo 2. Calcular el cociente a = 39,356 : 2,21 y determinar 
cuántas cifras significativas justas se contienen en el mismo si en 
el dividiendo y en el divisor todas las cifras son justas. | 

A 1) Puesto que en el divisor hay tres cifras significativas jus- 
tas y en el dividiendo las hay cinco, redondeamos el dividiendo hasta 
cuatro cifras significativas y realizamos la división; tenemos a = 
= 39,36 : 2,21 = 17,81 = 17,8 (como resultado conservamos tan- 
tas cifras significativas cuantas las hay en el número con menor can- 
tidad de cifras significativas justas). 

2) Determinemos el error relativo con ayuda de la fórmula (5) 
donde n = 3, ya que el número de exactitud menor contiene tros 
cifras justas; a, = 3, B, = 2. Por lo tanto, 

25 (11115 .10*%=0,42% 
=> (5+27)=17:10?=0,4%. 

Comparando la magnitud 6, con el segundo miembro de la fór- 
mula (4) del $ 1.5, obtenemos 

0,5 = 0,5 < 0,5 
AFD AO 1,2107 (141) 4071 ~ 

Por lo tanto el cociente tione, por lo menos, dos cifras significa- 
tivas justas, o sea, una cifra significante menos que en el número 
aproximado (divisor) con menor cantidad de cifras significativas 
justas. A 

Ejemplo 3. Determinar el error relativo del cociente a = 15,834 : 
: 4,72 y la cantidad de cifras justas contenidas en el mismo si el divi- 
diendo y el divisor contienen las cifras significadas justas. 

A El número de exactitud menor contiene tres cifras significa- 
tivas justas. Determinemos el error relativo con ayuda de la fór- 
mula (5): 

08 La y 052 ' 
er (itie 

Calculando el cociente a = 9,20 . . . y comparando la magnitud 
Ôa con el segundo miembro de la fórmula (4) del $ 1.5, obtenemos 
(a = 9 

0,5 0,5-2 0.5 
DA S A GAO + 

Por consiguiente, podemos garantizar en el cociente sólo una cifra 
significativa justa lo que es dos cifras significativas menor que en 
el divisor, el menos exacto de los dos. A 
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$ 1.9. Errores de la potencia y de la raíz 
Consideremos el número aproximado a, que tiene el error relati- 
vo Ôa, Supongamos que se necesita estimar el error relativo de la 
potencia a =af. Es evidente que 
m 
a=0; = 4l ... age 
A 
m factores: 


El error relativo del producto es 
ba = Ôa, +80, + +». +8, =M8,,. (1) 


m sumandos 


Ahora bien, al elevar el número aproximado a a la potencia m el 
error relativo de este número aumenta m veces. En los cálculos prácti- 
cos al elevar a potencia un número aproximado como resultado se 
conservan tantas cifras significativas cuantas se contenían en el mis- 
mo número aproximado. 

Ejemplo 1. El lado del cuadrado a = 36,5 cm (con precisión has- 
ta 1 mm). Hallar el área del cuadrado, los errores relativo y absoluto, 
así como la cantidad de cifras justas del resultado. 

A 1) Calculemos el área del cuadrado 


S = 0? = 36,5 = 1332,25 ~ 1,33 10% cm?. 
2) Determinemos el error relativo del área 


8,=28,= 2 æ 0,0055 = 0,55%. 


3) Determinemos el error absoluto del área 
A, = Só, = 1,33 -10° -0,0055 = 7,4 cm?. 
La respuesta definitiva puede ser escrita así: 
S = (1,33 + 0,01) -10* cm?. 


Ahora bien, el resultado tiene dos cifras significativas justas. A 
Consideremos el número aproximado a, que tiene el error rela- 


tivo 6,,. Se puede mostrar que el error relativo del número a = "Y a, 
es m veces menor que el error relativo del número q: 


Sa = + ôa,- 2) 


En los problemas prácticos al extraer la raíz del número apro- 
ximado como resultado se conservan tantas cifras significativas 
cuantas se contenían en el número subradical. 

Ejemplo 2. Determinar, con qué error relativo y con cuántas 
cifras significativas justas se puede hallar el lado del cuadrado si su 
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área S = 16,45 cm? con precisión hasta 0,01. 
A Tenemos & = Y $ =4,056 cm; 


q i 0.01 
d.=+0,=-+.¿22=0,0003 =0,03%; 


A, =4,056 -0,0003 =1,3-1073, 


Ahora bien, teniendo en cuenta el redondeo del resultado, A = 
= 4,056 +0,002 cm y la cantidad de cifras significativas justas 
es igual a 3. A 


$ 1.10. Reglas de cómputo de las cifras 


Durante los cálculos, siempre que no se realice un cómputo estric- 
to de errores, se recomienda usar las reglas de cómputo de las cifras. 
Estas reglas indican cómo hay que efectuar el redondeo de todos los 
resultados para que, en primer lugar, se garantice la precisión pro- 
fijada del resultado definitivo y, en ol segundo lugar, no se llevon 
acabo los cálculos con cifras superfluas que no ejercen influencia en 
las cifras justas del resultado. 

Vamos a exponer las reglas de cómputo de las cifras. 

4°. Al adicionar y sustraer los números aproximados, en el resul- 
tado conviene conservar tantas cifras decimales cuantas se contie- 
nen en el número aproximado dado con menor cantidad de cifras 
decimales. 

2°. Al multiplicar y dividir, en el resultado es necesario conser- 
var tantas cifras significativas cuantas se contienen en el número 
aproximado dado con menor cantidad de cifras significativas justas. 

3”. Al elevar un número aproximado al cuadrado o al cubo en el 
resultado han de conservarse tantas cifras significativas cuantas se 
contiene en la base de la potencia. 

4°. Al extraer la raíz cuadrada o cúbica de un número aproxima- 
do, en el resultado es necesario conservar tantas cifras significati- 
vas cuantas se contienen en el número subradical. 

5”. Al calcular los resultados intermedios conviene conservar 
una cifra más que se recomienda por las reglas 1°—4°. En el resulta- 
do final esta cilra «de resorva» se suprime. 

6°, Si ciertos datos tienen más cifras decimales (durante la adición 
y la sustracción) o más cifras significativas (durante otras operacio- 
nes) que otros, es necesario redondearlos previamente, conservando 
sólo una cifra «de reserva». 

7”. Al calcular una expresión monomial con ayuda de los logarit- 
mos se recomienda computar la cantidad de cifras significativas en 
el número aproximado dado cor menor cantidad de cifras significa- 
tivas y hacer uso de la tabla de logaritmos con cantidad do cifras 
decimales mayor en una unidad. En el resultado final la última cifra 
significativa se suprime. 
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8”. Si los datos pueden tomarse con precisión arbitraria, enton- 
ces para obtener el resultado con m cifras justas los datos iniciales 
han de tomarse con tanta cantidad de cifras que, según las reglas 
precedentes, garanticen m -+ 1 cifras en el resultado. 

_ Estas reglas se dan suponiendo que los componentes de opera- 


ciones contienen únicamente cifras justas y la cantidad de opera- 
ciones no es grande. 


Ejemplo 1. Calcular X = EVE, donde A =7,45 +0,01, B = 
z 50,46 + 0,02, C = 15,4 EO Determinar el error del resulta- 
o. 


A Al calcular los resultados intermedios, conservaremos una 
cifra «de reserva», o sea, si según la regla general es necesario dejar n 
cifras significativas, entonces en los resultados intermedios conserva- 
remos n + 1 cifras. Tenemos 


a3= 443,5; Vb5=7,1035; c2=237,2; z aiins 


= 12,4. 


En el resultado hemos dejado tres cifras significativas, ya que en 
los factores la cantidad menor de cifras significativas es igual a 3. 
Vamos a computar los errores del resultado: 
0,01 4 _0,02 
Ôx = 3ô, +4 t28 =3 7E tT" + 


504 + 
Ed Er 0,0041 + 0,0002 -+ 0,004 = 0,009; 


A¿=12,4-0,009 = 0,12. 


Así pues, oblenemos la respuesta: X = 12,4 +0,2; ô: = 
=0,9% A. 


Ejemplo 2. Calcular Xx, donde A = 2,754 + 


Æ 0,001; B = 11,7 +0,04; M = 0,56 = 0,05; C = 10,536 + 0,002; 
D = 6,32 + 0,008. Determinar los errores del resultado. 
A Hallamos 


a+b=2,75 +11,7 = 14,45; 
Aard = Aa + Ap + Area = 0,001 +0,04 +0,004 =0,045; 
c— d= 10,536 — 6,32 = 4,216; A.-a = 0,002 + 0,0083 = 0,010. 
Por eso 


14,45-0,56 _ 14,45-0,56 ES 1; 
z= ao =m =O 456 ~ 0,46 = 4,6 -107 


0,045 , 0,005 
tos t? 0 = 0,00311 -+ 0,00894 -+ 


+ 0,00474=0,02 = 2%, 


83—546 
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Por consiguiente, 
Az = 0,46 -0,02 = 0,01. 


Así pues, obtenemos la respuesta: X = 0,46 +0,01; ôs = 2%. A 
Ejemplo 3. Haciendo uso de las reglas de cómputo de las cifras, 
calcular 


v=nh? +). 


donde k = 11,8, n = 3,142, r = 23,67. 
A Hallamos 
v = 3,142-11,8? (23,67—3,933) = 3,142 -11,8? -19,737 = 
= 3,142 -139,2 -19,737 = 437,37 -19,737 = 8630 ~% 
= 8863-10. A 
Ejercicios 


1. Ejecutar los redondeos sucesivos de los números siguientes: 
a) 2,75464; b) 3,14159; c) 0,56453; d) 4,1945; e) 0,60653. 

2. Redondeando los números siguientes hasta tres cifras signi- 
ficativas, determinar los errores absoluto A, y relativo (en tanto 
por ciento) 6, de las aproximaciones obtenidas: a) 1,1426; b) 0,01015; 
c) 0,1245; d) 921,55; e) 0,002462. 

3. Determinar el error absoluto A, de los siguientes números 
absolutos basándose en su error relativo: a) z = 2,52; ôs = 0,7%; 
b) z = 0,986; ôs = 10%; c) z = 46,75; 8, =1%; d) z = 199,1; 
ôx = 0,01; e) z = 0,86341; $, = 0,0004. 

4. Determinar la cantidad de cifras significativas justas para 
los siguientes números aproximados: a) 39,285 «+ 0,034; b) 1,2785 + 
+ 0,0007; c) 183,3 = 0,1; d) 0,056 = 0,0003; c) 84,17 20,0073. 

5. Determinar, cuál de las igualdades es más exacta: a) 6/25 = 
æ 1,4 o bien 1/3 = 0,333; b) 1/9 = 0,1 o bien 1/3 æ 0,33; c) 15/7 = 
æ 2,14 o bien 1/9 0,11, d) 6/7 œ 0,86 ó z = 22/7; e) q æ 3,142 
o bien Y 10 = 3,1623. m 

Indicación. Hallar previamente los errores relativos. Más exacta 
es la igualdad cuyo error relativo es menor. 

6. Redondear las cifras dudosas del número A = 47,453 + 0,024, 
conservando en éste las cifras justas. 

7. Redondear las cifras dudosas del número A = 46,3852 + 
Æ 0,0031, conservando en éste las cifras justas. 

8. Redondear las cifras dudosas del número aproximado a = 
= 3,2873 si 6, = 0,1%, conservando en el mismo las cifras justas. 

9. Hallar los errores absolutos y relativos de los números 'apro- 
ados si éstos tienen sólo las cifras justas: a) a = 0,7538; b) a = 
= 17,354. 

Indicación. Utilizar la fórmula (3) del $ 1.5. 

10. Calcular las siguientes expresiones y dar las estimaciones 
de sus orrores. En la respuesta conservar todas las cifras justas 
y una dudosa. Todos los números se dan con cifras justas. 
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qe 


3,07-326 b) 36-245-85 


a) y = a > ma > 
o) 37,2-+ 458,67 . a) 96,891 —4,25 
305-246 `? 38,340,426 ° 


11. Utilizándo las reglas de cómputo de las cifras, calcular: 


a 2 b 
a) A, donde h=2,73, a=0,152, b=0,328; 


b) s =x(at—b%), donde a=0,937, b=0,0630. 


CAPITULO II 


Álgebra matricial y algunas 
nociones de la teoría de los espacios 
vectoriales lineales 


$ 2,1. Matrices y vectores. Operaciones principales 
con matrices y vectores 


Una tabla rectangular que se compone de elementos (en este caso, 
de números) y tiene m filas (líneas) y n columnas se llama matriz 
de tamaño m X n. Los elementos de la matriz se designan con ayy, 
donde i es el número de la fila y j, el número de la columna en el cru- 
ce de los cuales está este elemento. 

Por ejemplo, 


Oy g ig Ain 

dl da Gag G3 Orn 
=] as ax ag agn 
-3m1 Amz Uma --- Amn 


es la matriz de tamaño m X n que tiene m filas y n columnas. 

La notación abreviada tiene la forma A = [a;l], donde t = 1, 
2)... m;3=41,2,..., n, o bien [ayylmxn- 

Si en la matriz la cantidad de filas no es igual a la de columnas, 
mn, la matriz se denomina rectangular. 

La matriz que tiene una sola fila, o sea, m = 1 se llama matriz 
fila (o vector fila), por ejemplo, 


A = [auts » - - An] O bien A = [1 2 3 41. 


La matriz que tiene una sola columna, o sea, n = 1 se denomina 
matriz columna (o vector columna), por ejemplo, 


ai, 4 
A, 
Aal | oiia adt 
: 4 
Am 5 
A continuación la matriz fila o la matriz columna llamarémoslas 
T 
P Za i 
vector y designaremos con x= : | O bien x=[%; Zy, -.., Zn). 
Tn 
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Los números zı, Zy, ..-, Zn Se laman coordenadas (o elementos} 
del vector x. Puesto que la cantidad de coordenadas del vector es, 
por definición, su dimensión, el vector x es n-dimensional. 

Si en la matriz la cantidad de filas es igual a la de columnas, 
o sea, m = n la matriz se define como cuadrada. Tal matriz puede 
escribirse en la forma 


1 Ou Oy sn 
A=| “a Le +.» Gan 
-ni Un +. Gan ml 


Para una matriz cuadrada la cantidad total de filas o columnas 
se denomina orden de la matriz. 

Se llama diagonal principal de una matriz cuadrada a la que pasa 
por los ángulos superior izquierdo e inferior derecho, o sea, el conjun- 
to de los elementos que tiene la forma ay, donde ¿=1,2,..., n. 

La matriz cuadrada en la cual todos los elementos dispuestos 
fuera de la diagonal principal son iguales a cero se denomina matriz 
diagonal. Esta matriz tiene la forma siguiente: 


ant 0 snt T 


CE E ra al 


La matriz diagonal en la cual todos los elementos dispuestos en 
la diagonal principal son iguales a la unidad se denomina matriz 
unidad. La matriz unidad se designa con el símbolo E y tiene la 
forma 


100...0 
E=|910...0 
001...0 
000...1 


El índice n señala el orden de la matriz unidad. En el cálculo matri- 
cial la matriz unidad desempeña el papel de unidad. 

La matriz cuadrada en la cual todos los elementos se disponen 
simétricamente respecto a la diagonal principial se define como 
simétrica. En caso de la matriz simétrica tiene lugar la igualdad 
ay = an (Æj) 

Por ejemplo, 


A= 


pS 
a 
CS 


es una matriz simétrica, 


37 


La matriz en la cual todos los elementos son iguales a cero se 
denomina nula y se designa con O. Si es necesario indicar el número 
de filas y de columnas, se escribe 


050 aan 
Omxn= Tosse g 
00...0 


Dos matrices A = [a;;] y B = [b,;] se llaman iguales si: 1) son 
del mismo tamaño, o sea, la cantidad de filas de la matriz A es igual 
a la de filas de la matriz £ y la cantidad de columnas de la matriz A 
esigual a la de columnas de la matriz B; 2) los elementos correspon- 
dientes de estas matrices son iguales entre sí. Ahora bien, si 


Tay Ai... Gin "| Toa diz... Din 
Am| “1 e -+- Gn | B= Da boe --- Dan 


La Imi Omz +++ Omn | bmi bmg -Brn 


y @y = by (i= 1, 2,..., m; j = 1, 2, . . ., n), entonces A = B. 

Se llama suma de dos matrices del mismo tamaño A + 8 = 
= lal +16) (i= 1, 2, ..., m; j = 1, 2, ..., n) a la matriz 
C= le del mismo tamaño en la cual los elementos ci; con iguales 
a las sumas de los elementos correspondientes @;; y b;; de las ma- 
trices A y B, o sea, Cy = aij + bij- 

La diferencia de las matrices se define de un modo análogo a la 
suma, no obstante, en los elementos de la matriz a sustraer el signo 
cambia por el opuesto: D = A — B; di; = ay — by (i = 1,2,.. a 
m; j= 1,2, ..., n). 

Se llama producto de la matriz A = [a;;] por el número a la matriz 
cuyos elementos se obtienen por la multiplicación de todos los ele- 
mentos de la matriz A por el número «a: 


ay Aag ... Uyn 
aA=| Wa Wo -.. Uan 


MAA AA 


La matriz —A = (—1) A es opuesta a la matriz A. 

La adición de las matrices se subordina a las leyes siguientes: 

1°) A + (B + C) = (A + B)+C;2) A+B =B +4; 

3)4+0=4; 4%) A + (—4) =0. 

El producto de la matriz por un número se subordina a las leyes 
siguientes: 

1% 1.4 = A; 2) 0-A =0; 3) a (BA) = (ap)A. 
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Ejemplo 1. Sea 


4 234 1-1 2-7 
2 045] 4 3-24 
A=l 7 612 |: P= [1-6 0-1 
1143 2 3 4-5 
Entonces 
2153 0 3141 
232 q —6 -36 9 
ass g ie PU TEE 
3 2 8—2 —1 —40 8 
Ejemplo 2. El producto de la matriz 
T 13 —47 
A = 01 -2 
-—31 5] 
por ol número 2 es la matriz 
T 26-87 
24= 02-4 |. 
|—62 10 
Se llama producto AB de dos matrices 
Tay dia... Gn” Tòn bie -o bia 7] 
A= | n in Gan jy B=| da da bag 
Imi Ama «+» Cmn _Bns Öne <-> bna ~ 


que tienen los tamaños m X n y n X q, respectivamente,a la matriz 


Cu Cig Cig 
C=| ciz Cm --- Cog 
Emi Cm2 ++- Cmq 


de tamaño m X q. Nótese que la matriz C = AB está definida 
sólo cuando la cantidad de columnas de la matriz A es igual a la de 
filas de la matriz B. 

Los elementos de la matriz C se calculan con ayuda de la regla 
siguiente: para hallar el elemento c;, dispuesto en la i-ésima fila y en 
j-ésima columna del producto de dos matrices es necesario los elementos 
de la i-ésima fila de la primera matriz multiplicar por los elementos 
correspondientes de la j-ésima columna de la segunda y sumar los produc- 
tos obtenidos: 


Cij = anbig + Gabaz + + +- + Lindas 
(=1,2....m j=4,2..., 9). 
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Por ejemplo, c33 = 
= Gabis + Gabas ++ - - + Candagr Ca = laba + 
+ abai +... + Qsndnzs ete. 


2 —1 

3 284|| 4 —3 

Ejemplo 3. 48=|; e al o 41 
Ss 4 


-[? .242-44+8-0+1-3 3(-+2(-3)+8-.141:4 ]_ 
24 (—4)-14-0-043-3 1 (1) +(-49-(—3)+0-14+3.4 E 
“u o], 

714 
Aquí AB = [a;dax y lbijlaxa = C = [sj laxo> 


4231117 4.142.243.37 y 
456 2 |=| 4-1+5:-24+6-3 |= 
1,78 9_JL.3 7.148-2+4-9-3 e 


Aquí AB=laj laxo [bi zlsxi = [Cisi 


_[121[56] _[1-54+2.7 1.64+2.8]_ 
Elenpoii: ABs E A ÉS 8|7 Eere tal s 


uste pan cel 12 [E E 
=| a3 so) #45 [78134] L7.1+8.3 7.2+8.4 ] = 


147 
32 
50 _| 


Ejemplo 4. 


-|3 h o sea, AB Æ BA. 
123 eea] 
Ejemplo 6. as=|; 5 JE eS = 
-[i :34+2.243.4 4 2421-43-38 1 +2.343-.0| _ 
4-3 45:24 6:4 4 2451 46-3 4.445:34 6-0] — 
=| S a m| H F z 3] no existe, ya que la 


cantidad de columnas de la matriz A no es igual a la de filas de la 
matriz B. 
El producto de las matrices se subordina a las leyes siguientes: 
E A (BC) =(4B)C; 2% a (AB) = («A) B; 
3%) (4 + B) C = AC + BC; 4) EA = A. 

Nótese que AB z4 BA, o sea, el producto de dos matrices no posee, 
en el caso general, la propiedad de conmutatividad. La matriz unidad 
constituye la excepción AE = EA = A. Así pues, en el caso gene- 
ral no se puede cambiar de lugar los factores sin cambiar su produc- 
to. Si cambia el orden de factores puede resultar que, en general, es 
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imposible realizar la multiplicación de matrices (véase el ejemplo 6). 

Hablando del producto AB de dos matrices A y B, suponemos que 
la matriz B se multiplica por la A a la izquierda o bien que la ma- 
triz A se multiplica por la B a la derecha. 

El producto de unas cuantas matrices ABC es necesario entender 
así: la matriz A se multiplica a la derecha por la B yla matriz 
obtenida se multiplica a la derecha por la C, etc. La cantidad de 
matrices a multiplicar puede ser cualquiera siempre que se pueda 
multiplicar cada dos matrices dispuestas una junto a la otra. 

La matriz A” se lama n-ésima potencia de la matriz A. Si A es 
una matriz cuadrada y n, nn número positivo entero, entonces 

A” =A-4-4...A. 
AS 

Las operaciones de adición y de multiplicación por un número 
sobre las matrices columna y las matrices fila (o sea, sobre los vecto- 
res) se llevan a cabo análogamente a las operaciones correspondientes 
sobre las matrices cuadradas, Así, se llama suma de dos vectores 
x = [2,2% . £n] e y = [Yiya - Yn] el vector z = [z,2,. . Zn) que 
tiene por coordenadas 2 = z, + Y Z3 = Z3 + Y. Zn 
= Zn + Yn y se llama producto del vector x = [2,%,. . .2n] por el nú- 
mero a el vector z = ax = laraz, . azn]. 

Ejemplo 7. La suma de los vectores x= [1 2 3] e y= 
=[—5 —2 4] es el vector z=|—4 0 7); el producto del vec- 


- 17 -27 
tor x= 2 | por el número a =?2 es el vector z= 4 j. 
AR ami 


§ 2.2. Matriz transpuesta 
Si en la matriz 


Gii Uy - Cn 


O m fa Grn 

| Umi m amn 
de tamaño m X n se reemplazan las filas por las columnas corres- 
pondientes, se obtiene la matriz 


Gs la ... Ami 
At=| Tiz an --- am 
Asin Gon --- Amn 


de tamaño n X m que se denomina transpuesta respecto a la matriz A. 
Ejemplo 4. Para la matriz 
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de tamaño 3 X 4 de matriz transpuesta sirve 
121 


de tamaño 4 X 3. 
Ejemplo 2. Para la matriz fila B = [1 2 3 4] de matriz trans- 
puesta sirve la matriz columna 


1 
Bt E 
gE 


4 
Nótense las siguientes propiedades de la operación de transpo- 
sición. 
1°. Si sobre la matriz A se realiza dos veces la operación de 
transposición, la matriz no cambia: 


(A) = A. 


2. La matriz transpuesta de la suma de dos matrices es igual 
a la suma de las matrices transpuestas: 


(4 +B} =A +B 


lo que se deduce de la definición de la suma de dos matrices. 
3”. La matriz transpuesta del producto de dos matrices es igual 
al producto de las matrices transpuestas tomadas en el orden inverso: 


(AB) = BtA!. 


La matriz (AB} está obtenida multiplicando los elementos de las 
filas de la matriz A por los elementos de las columnas de la matriz B, 
reemplazando sucesivamente las filas por las columnas. El mismo 
resultado puede obtenerse multiplicando los elementos de las colum- 
nas de la matriz B (de las filas de la Bt) por los elementos de la 
matriz A (de las columnas de la At). 


$ 2.3. Determinante de la matriz. Propiedades 
del determinante y reglas de su cálculo 


Sea A la matriz cuadrada arbitraria de orden n 


A= | ĉn r -o en 
Qni Ang +- Anna) 
Con la matriz A está ligado el determinante el cual se designa con d, D, 
det A o bien |A |: 
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an an- Gin 


d=D=det A=/4]=|* %22 +=: %n 


Gni Ong +-> Gnn 


El determinante de la matriz es el número que se calcula por cier- 
tas reglas que consideraremos a continuación, 

En el determinante se distinguen dos diagonales: principal y se- 
cundaria. Al igual que en la matriz cuadrada, la diagonal principal 
se compone de elementos 4;;, donde ¿=1,2,..., n. La diagonal 
secundaria pasa perpendicularmente a la principal a partir del 
ángulo derecho superior del determinante al izquierdo inferior. El 
orden del determinante corresponde al de la matriz de determinante 
de la cual él sirve. j 

Si el orden de al matriz es igual a la unidad, o sea, esta matriz 
consta de un solo elemento a,,, entonces el número igual a este ele- 
mento se llama determinante de primer orden correspondiónte a tal 
matriz. Sea dada la matriz cuadrada de segundo orden 


a=| an ral y 
Ga ûz 

Se denomina determinante de segundo orden, correspondiente 
a esta matriz, el número 


Au an 


det a=| 
Ga la 


] = alg — A 12001> (2) 

La fórmula (2) expresa la regla de cálculo del doterminante de 

segundo orden: el determinante de segundo orden es igual al producto 

de los elementos de la diagonal principal menos el producto de los ele- 
mentos de la diagonal Banderia. 


Ejemplo 1. Calcular el determinante de la matriz A= l z]; 


12 
A det aeli 5 =1.5-4-2=-3. A 


Se denomina determinante de tercer orden el número 


Aii Qis Aig 
det A= |as an dez | = 
Gsi la la 
= A 1409903 + 013094059 + Oygl gg — 
— A 13099031 — Ag10330g3 — Agaloz yy. (3) 


Ahora bien, cada término del determinante de tercer orden no es sino 
el producto de tres sus elementos tomados uno a uno de cada fila y de cada 
columna. Estos productos se toman con signos determinados: con signo 
más se toman tres términos compuestos por los elementos de la diagonal 
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principal y por los dispuestos en los vértices de los triángulos isósceles 
cuyas bases son paralelas a la diagonal principal (fig. 2.1); con signo 
menos se toman tres términos situados de un modo análogo respecto a la 
diagonal secundaria (fig. 2.2). Dicha regla se llama regla de los 
triángulos. 


e e, Ag 
Lo 2 ag n 12 
a Loy loz 
ay es Erg 
M Ay ly Us 833 Us 
Fig. 24 Fig. 2.2 


Ejemplo 2. Calcular el determinante de la matriz 


Fo 42 37 
A=| -45 -1 
24 2. 
12 3 
A det A=|—4 5 —1|=1-5-2+ 
pi 2 


+ 3-4. (—4) + 2. (—1)-2—2-5.-3—1- (—1): 1—2. (—4):2 = —19. A 


Consideremos ahora el determinante de todo orden z, donde n> 2. 
Para calcular tal determinante es necesario introducir el concepto 
de menor y de complemento algebraico. 

Se llama menor del elemento a: del determinante de n-ésimo 
orden (1) el determinante de orden (n — 1) obtenido del inicial bo- 
rrando la ¿-ésima fila y la j-ésima columna (de aquella fila y de 
aquella columna en cuya intersección está el elemento aj). 

El menor del elemento as; se designa M;,. Aquí el primer subín- 
dice designa el número de la fila y el segundo, el número de la 
columna las cuales se borran. 

Por ejemplo, en el determinante de tercer orden 


an Gi Gig 
Gg, lg G3 
Cy Qa la 


d= 
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de menor del elemento a,, sirve el determinante de segundo orden 


Ga laz 
My= 


a3 ly 


Se denomina complemento algebraico del elemento a;, del deter- 
minante de n-ésimo orden (1) el número 


Aj = (My. 


Es evidente que si la suma ¿ + j es par, el complemento algebraico 
tiene el mismo signo que el menor; en cambio, si la suma i + j 
es impar, el signo cambia por el contrario. 

Teorema 1. El determinante es igual a la suma de los productos de 
toda fila (columna) suya por los complementos algebraicos corres- 
pondientes 


Qis Uy... Qin 
Bek A e E a 
Qni Gna ânn 


=li at iAH -H ainAin= 2, ayi (i=1,2,...,n) (4) 
o bien E 
det A= ajA +0 d+... F anjn = 


E Y “uds (=1, 2, ..., n). (5) 


La fórmula (4) se llama desarrollo del determinante según los elemen- 
tos de la i-ésima fila, y la fórmula (5), desarrollo del determinante 
según los elementos de la j-ésima columna. 

Al desarrollar el determinante de segundo orden según los elemen- 
tos de toda fila (columna) se obtiene la fórmula (2) citada anteriormen- 
te; al desarrollar el determinante de tercer orden según los elementos 
de toda fila (columna) se obtiene la fórmula (3) (regla de los trián- 
gulos). 


Ejemplo 3. Calcular el determinante d = E al , desarrollándolo 


según los elementos de la primera fila. 
A En consonancia con la fórmula (4) tenemos 


d = ann + tAr 


{Puesto que An = (— a i = A An = (1.3 = — 3, 
entonces d = 1-4 + 2 (— 3) = 


M3 2 47 
Ejemplo 4. Calcular el determinante d=| 2 5 3 |, desarrollán- 
342 
dolo según los elementos de la segunda columna. ` 
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A Con ayuda de la fórmula (5) obtenemos 
d= anA +7 Ag + agM 
Luego hallamos 


Ap=( 


23 
a= -6-9=5; 


Ay 


E " 
A 


Ay= (139 


31 
2a|= — (9-2 = —7; 


de donde d=2-54+5-34+4(—7)=—3. A 

Teorema 2 (corolarío del teorema 1). Si todos los elementos de la 
iésima fila (columna) del determinante d, a excepción de uno, por 
ejemplo, de Qin, son iguales a cero, el determinante es igual al pro- 
ducto del elemento Gip por su complemento algebraico: 


= lirik. (6) 
Ejemplo 5. Calcular el determinante de cuarto orden 
$a 3 4 
10 0 4 
i=] 36o o 2 
.00 —5 —11 


desarrollándolo según los elementos de la segunda columna. 
A Puesto que 4s, = Aga = Ay = 0, entonces por la fórmula (6) 


obtenemos 
1.0 4 
d=4yAp=1-(—1)?]3 0 2 
0 —5 —tt1 


de donde, volviendo a desarrollar el determinante obtenido de tercer 
orden según los elementos de la segunda columna, hallamos 


d= (5—1) |; 3] =— 50-42) = 50. A 


Teorema 3. La suma de los productos de loselementosde una fila o de 
una columna cualquiera del determinante por los complementos alge- 
braicos de los elementos correspondientes de la fila (o de la columna) 
paralela es igual a cero. 

Así, para el determinante de tercer orden 

41 lg la 
Ga, Qez loz 
azi Uy lg 
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son válidas las igualdades 2,,4,, + %g2412 + 23413 = 0, lud + 
+ Ags: + Agr da = 0, ete. 

Enumeremos ahora las propiedades del determinante. 

1%. El determinante no cambia en caso de la transposición: 


Qsy Qia -.- Qin Qy la -+e Gns 
det A=| 221 Zsa +- Gon || Qas <+. Gne |, 
Ang Ana »»- Can Qin lan +» > nn 


Esto quiere decir que las filas y las columnas del determinante son 
equitativas. 
De esta propiedad se desprende que el determinante de la matriz A 
es igual al de la matriz transpuesta At. 
Por ejemplo, 
12 3 1 -42 
det A=| —4 5 —1|=|2 351 
21 2| {8 —12 
C opio da on = -49, 
. Si una de las filas o una de las columnas del determinante se 


ada de ceros, el e es igual a cero. 
Por ejemplo, 


1-5-2+ 


04 2 
detAa=|0 3 4¡=0-3-15+40-1.44-0-2.10— 
0 10 15 


—0-3-2—0-1-15—0-4-10=0. 


3°. Al permutar dos filas o dos columnas el determinante cambia 
sólo el signo. 
Por ejemplo, 


12 3 
detA=| 24 2|=1.1-(—1)+2-2-(-4)+2-5-3 
—4 5 —1 


—3-1.(—4)—5-2-1 —2-2.(—1)=19 


(compárese con el ejemplo que ilustra la propiedad 1°). 

4°. El determinante que contiene dos filas iguales o dos columnas 
iguales es igual a cero. 

Por ejemplo, 
123 
1 23|=1.2-24+2-3-24-1-1.3—2-23— 
212 

—1.2.2—1-1-3=0. 


det A= 
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5%. Si todos los elementos de cierta fila o de cierta columna del 
determinante se multiplican por el número k Æ 0, entonces el mismo 
determinante se multiplicará por este número. 

De otro modo esta propiedad puede ser enunciada así: el factor de 
todos los elementos de cierta fila o de cierta columna puede ser sacado 
del signo del determinante. 

Por ejemplo, 


36 9 LS 3 
det A= 21 2|=3 21 2|=3-19=57 
—4 5 —1 —4 5 —1 


(compare con el ejemplo que ilustra la propiedad 3°). 

6°. El determinante que contiene dos filas proporcionales es igual 
a cero. 

Por ejemplo, 


369 123 
detA=|1 23|=3|1 23|=3.0=0. 
212 2 12 


7”. Si todos los elementos de la i-ésima fila del determinante de 
n-ésimo orden están representados en forma de la suma de dos sumandos; 
ay = bij + cy (f = 1, 2, . . ., n), el determinante dado es igual a la 
suma de dos determinantes en los cuales todas las filas, a excepción de la 
i-ésima, son las mismas que en el determinante asignado, y la i-ésima fila 
en uno de los sumandos consta de los elementos b;;, mientras que en el 
otro, de los elementos cij, o sea, 


det A= 
an Ls Gis «¿Qin 
an = Das F Color = brst Cng Qag = brst Cog. > -Aan = Dan F Con 
Sjan az la Un a 

Gni Gng an3 Uan 

Gir Aiz Gig +. Cin Gss Mia liz -ae Qin 

E E E AE A 

S|as as üs... Gan] "Fla asz lyg... An |e 
Ani Ang Anz >>> nni |ant Ang Gna ==> Ann 


Por ejemplo, 
279 134 145 
det A=}1 3 4|=|1 3 4|+|1 3 4ļ|=0—1= —1. 
102 102 102 
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8”. Si una de las filas del determinante representa la suma de cuales- 
quiera otras filas o la suma de los productos de cualesquiera otras filas 
del determinante por el número k, el determinante es igual a cero. (Esto 
se deduce de las propiedades 6” y 7° del determinante.) 

Por ejemplo, 


123 123 123 
det4=|3 2 7|=|1 23/4+2]/1 02|==0+2-0=0. 
102 102 102 


9. El determinante no cambiará si a los elementos de una de sus fi- 
las (columnas) se les añaden los elementos correspondientes de otra 
fila (columna) multiplicados por un mismo número. 

279 

Por ejemplo, det A=|1 34 

102 


tra la propiedad 7°). Multipliquemos la tercera fila por 3 y sume- 
mos lo obtenido a la segunda fila, entonces 


27 9 
det A=|4 3 10 
10 2 


= —1 (véase el ejemplo que ilus- 


=2.3-24+1.7-104+4-0-9-1.3.9— 


—4-7-2-2-0-10= —1. 


Aplicando las propiedades mencionadas de los determinantes, se 
puede simplificar el problema de calcular los determinantes de 
n-ésimo orden. Las transformaciones que no varían la magnitud del 
determinante suele denominarles elementales. 

Ejemplo 6. Calcular el determinante 


24 441 
—12 3 4 
=|—23 610)” 
3 4 10 20 
desarrollándolo según los elementos de la primera columna. 
A En consonancia con la fórmula (5) d = 4,411 + 4349 + 


+ ann + GA as. Hallamos los complementos algebraicos. Tene- 
mos 


234 232 
Ay=(-1)H=|3 6 10|=2-2|3 6 5|= 
4 10 20 255 
65] 132 [32 
=4(2 z -e| e o s|) =46-5—3:5 +2324. 
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Hemos sacado del signo del determinante de 4,, el factor común 2 
de la tercera fila y el factor común 2 de la tercera columna y luego he- 
Mos desarrollado el determinante obtenido según los elementos de la 
primera columna. 


Calculamos 
lA 11 4 
Ay=(—1)/3 6 10/=—2/3 6 10|= 
4 10 20 2510 
6 10| (310[ [36 ` ho 
=-2( 5401-12 101+l2 5|)=-200-10+3)=-0. 


Hemos sacado el factor común 2 a partir de la tercera fila y desa- 
rrollado el determinante según los elementos de la primera fila. 
Análogamente obtenemos 


114 11 4 
Ay=(-19)2 3 4/=2/23 4|= 
4 10 20 2510 
23 
=2(|5 1ol ü -| 101+ eF )=2040-12+4)4; 
11 4 
Au=(-13|2 3 4|= 
3610 


=-(l; sl- liat |> 30) =-0+8- 3 
Desarrollando el determinante de A según los elementos de la 
primera columna hallamos definitivamente 
d = 4-4 + (—4)-(-6) + (—2)-4 + 3-(1) = —1. A 


El cálculo del determinante se simplifica considerablemente si, 
utilizando las propiedades del mismo, éste se transforma de un modo 
tal que al calcularlo se puede aplicar la fórmula (6). 

Ejemplo 7. Calcular el determinante 

13 4 4 


—12 3 4 
—2 3 610 
3 4 10 20 


con ayuda de las transformaciones elementales. 
A Aplicando las transformaciones elementales del determinante, 
hagamos ceros todos los elementos de la primera fila, a excepción 


d= 
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de a, = 1. Para esto, conservando la primera columna sin variar, 
multipliquemos todos sus elementos por (— 1) y adicionemos lo obte- 
nido sucesivamente a las columnas 2, 3 y 4. Tenemos 


11 344 1000 


SO TO A 
“llas Biom tE ea 1058421. 
341020] |11717 ru 


En el determinante de tercer orden obtenido hagamos nulos 
también todos los elementos de la tercera fila, salvo el primero. 
Para esto, conservando sin variar la primera columna, multipliqué- 
mosla sucesivamente por (—7) y a por (—17) y adicionemos lo obte- 
nido a las columnas 2 y 3, respectivamente; desarrollemos el determi- 
nante obtenido según los elementos de la tercera fila: 


3 —17 —46 pa 
d=|5 —27 =73 mie EE Ii =2t a 
1. 0.0 TE 


$ 2.4. Matriz inversa 


Una matriz cuadrada se llama inversa respecto a la matriz cua- 
drada dada si la multiplicación de aquélla tanto a la derecha como 
a la izquierda por la matriz dada arroja la matriz unidad. Para la 
matriz A la matriz inversa se designa A”*. Por definición. 


AAA = AJA = E. a) 


La matriz cuadrada se considera regular (no especial o no degene- 
rada) si su determinante no es igual a cero, En cambio, si el deter- 
minante de la matriz es igual a cero, ella se dice singular (o degene- 
rada). 

Teorema. Para que la matriz cuadrada Á tenga la matriz inversa 
es necesario y Suficiente que el determinante de la matriz A sea distin- 
to del cero, o sea, que la matriz A sea regular. 

La determinación de la matriz inversa se denomina inversión de 
la matriz dada. 

Consideremos el proceso de inversión de una matriz. Sea 


Uy lg <. Cin 


A= Cai a mes ha (2) 


Gni Gng ++. 


una matriz cuadrada regular de n-ésimo ordon cuyo determinante 
d + 0. Formemos la matriz a partir de los complementos algebraicos 
de los elementos de la matriz dada y luego transpongámosla. La 
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matriz obtenida se llama adjunto (o asociada) respecto a la matriz A 
y se designa A: 


(3) 


Calculando los productos AÁ y ÁA por las reglas de multiplica- 
ción de las matrices, obtenemos 


AÑ = A = dE. 4) 


O Vamosa demostrar la validez de las igualdades (4) citando como 
ejemplo una matriz de tercer orden. Sea 


Ay, Liz Ay pa "Ay Ay Ay 
A=| an a an | y A Ay Ay Ay 
|. Ca 32 Ugo Ara Ago Ago. 
Entonces 
Tay inåt tuba tandet > Cd t arst] 
+ 1:49 +14 +44, 
AÑ nâu tant “data lud + Ar bg + 
š Fanlig +A +A 
anântanânt adn Flat sAn t rd 
+94 +4 dz Hands 


De acuerdo con el teorema 3 del $ 2.3 todos los elementos del 
producto AÁ, a excepción de los diagonales, son iguales a cero. 


Por consiguiente, 
7d 00 100 
030 |=e oao as 
ooa] [0o01] 


Análogamente se puede mostrar que ÁA=dE. M 


Puesto que AA=AÁA=dE, con la particularidad de que d0, 
entonces 


Ad= 


A_A 
AG= 3 4=E. 
Por otro lado, según la definición de la matriz inversa tenemos 
AA = AJA = E. 
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Comparando las últimas igualdades matriciales, obtenemos la 
fórmula para hallar la matriz inversa 


Ayld Ayld Ayld” 
Ai= Jla = | Apid Ald Ala |. 
Anl Ald Ald _| 


En la forma general para una matriz cuadrada regular de n-ésimo 
orden la matriz inversa se calcula con ayuda de la fórmula 
A/d Anld ... Arild] 
At =| Ayld Apld ... Aneld |, (5) 
_Ayn/d Agnid ... Annld_| 


o sea, los elementos de la matriz inicial e inversa están ligados por 


la relación az] = Ajy/d. 
Ejemplo 1, Hallar la matriz inversa A~! para la matriz 
72 3 37 
A=|1 23]. 
245 
A 1) Calculamos el determinante para la matriz dada A: 
233 
d=|1 23|=2.2.543-3-2+1-4-3-2.2-3— 
245 


—1-3-5-4-3.2=-—1. 


Puesto que d0, la matriz inversa 471 existe. 
2) Hallamos los complementos algebraicos de los elementos de 
la matriz A: 


23 33 33 

An=[, 5 [2% Au=-=|, 5 =—3; du=|9 3 /=3 
13 23 23 

As =lo5 1; á=] 5|= 4 Ay= 13 —3; 


12 23 23 
Ayo g|=0 4u=—|,¿[=-% An=|, =t 


3) Componemos la matriz adjunta 


As Ay Ay” —2 —3 37 
A=| Ay Ay Ay |= * 4=3 
Ar An Aa 0—2 Al 
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4) Calculamos la matriz inversa 


2 3-3 
At=áld=| —1 —4 3]. 
Lo ZA 


2 33" 2 3—37 [1007 
Verificación: sei 23 E —4 3|=|010l.4 
245 H_ 0 2 -4_| |001 
Ejemplo 2. Invertir la matriz 
12 4 2 
31 1-3 
della al 
-12 0 1 
A 1) Calculamos 
12 4 2 
31 1-3 
S| 23—11 4] 
—12 0 4 


para lo cual desarrollamos el determinante según los elementos 
de la primera fila. Tenemos 


1 1-3 
Ay=]3 —1 4 |=-142-6—3=-=8; 
2 0 4 
3 1-3 
Ap==|-2 =4  1|=—(-3-14+34+2=-—1; 
1 0 4 
31-3 
Aj=]-23 1|=9-14+12-94+2-6=7; 
12 4 
34 4 
An 23 —1|=—(1-443+4+6)=-8, 
12 0 


Por lo tanto, 
d=1-(—8)+2-(—1)+4742-(—6)=6, 
es decir, la matriz inversa existe. 
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2) Calculamos los demás complementos algebraicos de los ele- 
mentos de la matriz A: 


2 ¿2 
Au=-|3 —1 1l= —(—-2+8+4+4-12)=2; 
2.01 
4 42 
Ap =|-2 —1 41 |=-—1-4-248=14; 
1 01 
122 
Ajy=—|-231|=-—(3-2-84+64+4-—2)=-—1; 
-121 
12 4 
Ai 23 —1|=2—164+-12+2=0; 
-12 0 
24 2 
Au =|1 1 —3|=2—24-—4-4= 30; 
20 4 
14 2 
As=—| 31 —3|=-—(14+124+2-12) = —3; 
-10 4 
12 2 
Ay=| 31 —3|=146+124+2+6—6=21; 
-12 41 
124 
Auy=-=| 314|=-—(-2+2%+4+4-2)=-—2; 
-120 
2 a 2 
Aa 4 1 —3|=-—(2-36—2—6—6—4)=52: 
3—1 1 
1.4 2 
Ayp=| 3 1 -—3[=1+2%-644-12-3=8; 
BEE A 
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12 2 
Ajy==| 31 —3|[=—(14+12+184+44+9—6)= —38; ' 
—23 1 
12 4 
Auy=| 31  1[=—1—44+364+8—3+6=42. 
—2 3 —1 
3) Componemos la matriz adjunta 
An Az Az Au —8 2 — 30 52 
g| 4e 4n An da |_| -1 1-3 8 
An Au An As Tk 438 
Su Da P =E 0-2% 42 


4) Dividimos todos los elementos de la matriz adjunta por 
d=6 y obtenemos la matriz inversa 47; 


—8/6 2/6 —30/6 52/6 
1/6 1/6 —3/6 8/6 

7/6 —1/6 241/6 —38/6 
—6/6 0 —246 42/6 


A= 


Verificación: 
12 4 2r-8/6 2/6 —30/6 52/6 
34 41-—3|| —1/6 4/6 —3/6 8/6 
=23-4 4 7/6 —1/6 24/6 —38/6 
=12 0 4 6/6 0 —246 42/6 
ASE 242 440 -20048448 iO sa EN 


AAi m 


—24—-14+7+18 6+ +0 -90-34+24472 1564-8-38-126 
6 6 6 


BR SA 
16-376 —44+341+0 60—9—21—24 —1044+-244+384+42 
ik EIA 8 PP 


6 
8-2-+-0-6 2424040 30-640-2%4 —-—52-416-+-04- 42 
6 $ 6 6 6 


1000 
|0109 
"loo1o]=2 4 
0001 
Si el orden de la matriz A es grande, con el método indicado de 
inversión de la matriz se necesita realizar un trabajo de cálculo com- 
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plicado. Existen otros métodos de inversión de la matriz que exa- 
minaremos más abajo, 

La determinación de la matriz inversa A- tiene importancia 
primordial para la resolución de los sistemas de ecuaciones lineales. 


$ 2.5. Resolución de las ecuaciones matriciales 
Consideremos tres tipos de las ecuaciones matriciales: 


es la matriz cuadrada del mismo tamaño cuyos elementos son desco- 
nocidos. 

Vamos a resolver cada una de las ecuaciones (1)—(3). 

Para resolver la ecuación (1) multipliquemos a la izquierda ambos 
miembros suyos por A~ (suponiendo que la matriz inversa A~} 
existe): 

AJAX = A^B. 


Pero el producto A >A = E; por consiguiente, EX =A-!B, de donde 


X = A^B. (4) 
Ejemplo 1. Resolver la ecuación matricial 
25 —2 3 
E: 9)x-[ 1 ar 
== ys 
a B 
5 
1) dera=|_/ y[=285€0. 
2) Hallamos de, A que Ay, = 9, Ay =— 5, Ajg=1, 


22 = 2, entonces 
e Ps a [9 5 
á=|; zle de donde 471 =3 F z| 
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3) Con ayuda de la fórmula (4) obtenemos 


9 -5370-2 3 —23 22 
=A BL Pe S 
XSA B-l a 1 l-4[ 0 [+A 
En la práctica se encuentra frecuentamente la ecuación del ti- 
po (1), donde x y bson los vectores columna del mismo tamaño que 


la matriz A. 
Ejemplo 2. Resolver la ecuación matricial 


i azia i 
2 =A 2 || 2, |=| —á |. 
4 14jlez zA 
US A ES 


A E b 
e 12 
A 1) det A=|2 —1 2|=-—44+8+4+48—2-8=63%0. 
4 14 
2) Hallamos A~. Tenemos Ay = —6, Ay = — 2, Ay = 4; An = 0, 


An=—4; Ay=2; Ay=6; Ay =3, Ay = —3, O sea, 


P=6-2 4 T—1 —1/3 2/37 
0-4 2|; As 0-23 13j. 
L 6 3-3 1 1/2 —1/2 


3) Con ayuda de la fórmula (4) obtenemos 
Pt —1/3 2/37 
0 —2/3 1/3 


1 17 
=é |] 2 |. 
i aa lla) bei 


Para resolver la ecuación (2) multipliquemos a la derecha ambos 
miembros suyos por 4-2 (suponiendo que la matriz inversa A“ 
existe): š 

XAA^ = BA“, 
Por lo tanto, XE = BA”, de donde 
X = BA. (5) 


Ejemplo 3. Resolver la ecuación matricial 


m i-i 6 2-1 

2—1 -fe 1 | 

a o al Essi E 
A B 


ï= 


2=4Aib= A 
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A Hallamos 


1—1 
—1_  1l=-—3: Ay=—1%; A4=—1; 43, =0; 


o 4 
1; An =2; Ay=—3; Ap=1; Ay=1; Ay=—3; 


T1 —1 0 u 1/30” 
1 2-3]; A= 


1/3 —2/3 1 
Con ayuda de la fórmula (5) obtenemos 


| —1/3 —1/3 4_| 


76 241 48 11807 [3117 
X=BA=|6 1 4 1/3 —2/3 1 |=| 212 |. a 
8—1 4 L-4v3 -4/3 1 123 


Para resolver la ecuación (3) multipliquemos ambos miembros 
suyos: ala izquierda por A”! y a la derecha por B”* (suponiendo que 
las matrices inversas indicadas existen); entonces obtenemos 

AJAXBB = ACB” o bien EXE = ACB", 
de donde X=4"iCB”. 

Ejemplo 4. Resolver la ecuación matricial 


(6) 


-1 —3 27] 3117] y 8 —4 -47: 
sio 242 > 18 5 10 
2 —5 3_| |_1 23 17 —3 —1 
a A ES A 
A Hallamos 
7—42 —1 87] T 1/41/14 —1/4 
A —9 —1 6 |, B*= 1—2 1 
Ll 7-15] |_—3/4 54 —1/4 


(realice los cálculos de por sí). Luego tenemos 


12 —1 87] 8-4 —477 [22 49 307 
ac=| —9 —1 6 || 18 5 10|=| 12 43 20]. 
Ll 7 15.147 —3 4] Lu 813] 


Ahora con ayuda de la fórmula (6) obtenemos 


[722 19 307] 1/4 1/4 —1/47] 256 
Xa ACB =| 12 13 20 1—2 1j=|125|. 4 
11 843_[| —3/4 5/4 —1/4 | 132 


$ 2.6. Matrices triangulares. Desarrollo de la matriz 
en producto de dos matrices triangulares | 


La matriz cuadrada se llama triangluar si los elementos dispues- 
tos más arriba o más abajo de la diagonal principal son iguales 
a cero. Sí son iguales a cero los elementos dispuestos más arriba de 
la diagonal principal, la matriz se dice triangular inferior; tal es, 
por ejemplo, la matriz E 


bar tna ae tan 
En cambio si son iguales a cero los elementos dispuestos más abajo 


de la diagonal principal, la matriz se denomina triangular superior; 
tal es, por ejemplo, la matriz 


Tu Ts Tin 
A 0 Tee Ten 
DD dis 


El determinante de la matriz trangular es.igual al producto de 
sus elementos diagonales. Si 7 = [t;,] es una matriz triangular, 
entonces 

det T.= tuto. . 


has 


La matriz inversa de una matriz regular es también la matriz 
triangular del mismo tamaño y de la misma estructura. 
Si una matriz cuadrada 


Ant Gng ~- ünn 


tiene menores diagonales (así se llaman menores del determinante de 
la matriz en los cuales sobre las diagonales principales están los 
elementos diagonales de la matriz) distintos de cero, o sea 


lu le 
Ue laz 


4470, #0, ...,detA540, 


so puede desarrollarla en producto de dos matrices triangulares 
(superior e inferior). Este desarrollo es único si a los elementos 
diagonales de una de las matrices triangulares sé les asignan de 
antemano valores distintos del cero (por ejemplo, ponerlos iguales 
a la unidad). 
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Sea 
A =CB, 


donde C es la matriz triangular inferior y B, la matriz triangular 
superior con los elementos diagonales iguales a 1. 

Tomando a título de ejemplo una matriz de cuarto orden, obte- 
nemos las fórmulas que expresan la dependencia entre los elementos 
de las mhtrices A, B y C~ 


Cy Uy Aig lg tu 0 0 0 1 bi bis biy 
Qz; Gaz Gas Gz | | Ezt Caz 00 O 1 das by 
Qa ass as an | | css Caa Csa O 0 0 ibaj’ 
aa Qag Qag Qa 41 Can Cag Caa 00014 


Realicemos la multiplicación e igualemos los elementos obteni- 
dos de la matriz CB a los elementos correspondientes de la matriz A: 


Cy = ln (1) 
Ca =la (2) 
a=Uaa - (3) 
Cy =n (4) 
Cuba = tig (5) 
Carbya + Cor = Gor, (6) 
Cabia + Caa = Aga (7) 
Cabia H Cir = Gas, (8) 
Cubs = 4g (9) 
Cabia + babr = agg (10) 
Caibi Cobas Cag = ga, (11) 
Caibig + Caabas H Cag = Mng: (12) 
Cb = Co (13) 
Cibi Caba = lar (14) 
Cub H Cba +03 = Am (15) 
Cabin t sba + Caos t Ca = tu (16) 


De las ecuaciones (1). . .(16) obtenemos los elementos by; y Ciy 
(i =, 2, 3, 4; j = 1,2, 3, 4) de las matrices triangulares B y C en 
el orden siguiente: 

I. La primera columna de la matriz C [fórmulas (1). . .(4)): 


ĉn = am i>1,2,3,4 
If. La primera fila de la matriz 2 [fórmulas (5), (9), (13)]: 
dyy=0g lc j= 3, 4. 
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II]. La segunda columna de la matriz C [fórmulas (6), (7), (8): 
Cig= Oj tibni ¿=2, 3, 4 
IV. La segunda fila de la matriz B [fórmulas (10), (14)]: 
dy = (t — cnbi) J=3, 4- 
V. La tercera columa de la matriz C [fórmulas (11), (12)]: 
Cj3= aia — Cabia — Cibo ¿=38, 4. 
VI. La tercera fila de la matriz B [fórmula (15)]: 
Day = (03 — Cab — Caoba )/ Cas: 
VII. La cuarta columna de la matriz C [fórmula (16)]: 
Cia = Oya — Cada — Caoba — Caoba 
Sucesión de determinación de los elementos bij Y Cig 


Qis ars Ogg Ogg 40.00 1 bie bis bu 
Grs Gg Gag au f | Cz C2 00 0 1 babu |, 
asi Gz ass ay | | css Css Cos O 00 1 dy |” 
Asi Oya ig Can Car Cag Cas Cis 00.014 
C= ay | bia = 010/0115 bia= tsen bu O/C 
o e TR — II 
Ca = Aga] €. 23 2 
2 2 22 E g 
Cs = Gat | C32 C33 a 
r VI 
Cha = Aga t Cag Cia Cu 
I uI v VID 


Las cifras romanas de las flechas indican la sucesión en la cual 
han de determinarse los elementos c,, y bj. Con tal desarrollo 
primero se determinan las columnas y luego, las filas. 

Para que los cálculos sean cómodos el desarrollo de la matriz A 
en producto de dos matrices triangulares C y B es: conveniente reali- 
zarlo utilizando la tabla 2.1. 

Esta tabla se llena del modo siguiente: 

4. Basándoso en las fórmulas anteriormente indicadas, en la 
columna 1 de la matriz C se escriben los elementos de la columna 1 
do la matriz A y en la fila 4 de la matriz B, los elementos dela 
fila 1 de la matriz A divididos por C,.* 

2. Los elementos situados debajo do la línea escalonada se deter- 
minan así: se toma el elemento correspondiente de la matriz A yde 
éste se sustrayen los productos de los elementos que están en la 
misma fila, a la izquierda, y en la misma columna, más arriba, que el 
elemento a calcular; en este caso el primer elemento de la fila se 
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Tabla 2.1 


4144 Ca Ca tis 1 


multiplica por el primer elemento de la columna, el segundo elemento 
de la fila se multiplica por el segundo elemento de la columna, etc. 

Por ejemplo, ca, = as — cabis — CaoDgo: 

3. En cambio, al calcular los elementos situados por encima de la 
línea escalonada se procede de la misma manera que en el subp. 2, 
pero el resultado obtenido se divide por el elemento diagonal c;; 
(i = 2, 3) que está en la misma fila que el elemento a determinar, 


Por ejemplo, by = “21 “udi ba 


Cas 
Análogamente, se puede desarrollar en producto de dos matrices 
triangulares una matriz cuadrada de todo orden n. Anteriormente 
hemos indicado la regla de transformación de la matriz en producto 
de dos matrices triangulares para el caso de b; = 1. Si c; = 1, en el 
primer lugar es necesario calcular los elementos de las filas de la 
matriz B con ayuda de las fórmulas 


i-1 
bij= tij Z au K) (17) 
y luego los elementos de las columnas de la matriz C con ayuda de 


las fórmulas 
i-i 


a ai YE Cikbhj 
cy =— = (i>). (18) 


La matriz A fue E T en forma del producto CB de dos 
matrices triangulares, donde C es la matriz triangular inferior y B, 
la superior. Sin embargo, tal orden de factores no es obligatorio, es 
decir, se puede representar la matriz A en forma del producto BC 
y obtener las fórmulas análogas para los elementos de las matrices 
triangularos B y C. 


63 


Ejemplo. Desarrollar la matriz 


123 4 
1243 
A=] siga 
432 i 
en producto CB, donde 
u0 0 0 1 big bis bu 
Cay Ca 0 0 01 da da 
Caleta cso lr é¿= loo 1 ba |: 
Cis Cag Cra Cia 00 0 1 


A La solución se da en la tabla 2.2. 


Verificación: 
1.0 0 0 123 4 
14 0 0 04 7/4 1/4 
CB=l 2 0 0 00 1 10 ]= 
4-5 —54 —sj4a joo o 1 


Tabla 2.2 


2 | 4-2:2=0 5-2.3-0L= ap 


2—4-3(—5) += 


a 
Tq 


64 


$ 2.7. Inversión de la matriz con ayuda de su desarrollo 
en producto de dos matrices triangulares 


De la definición de la matriz inversa se deduce que si 
A =CB, (0 


donde todas las matrices son regulares, la matriz invorsa puede ser 
hallada con ayuda de la fórmula 


A= = BACA, 2) 


Ol Para demostrar la validez de la fórmula (2) realicemos las 
transformaciones siguientos. 

Multipliquemos ambos miembros de la igualdad (1) a la izquierda 
por la matriz C7; 


CUA =CACB o bien CA = B. (8) 


Multipliquemos ambos miembros de la igualdad (3) a la izquier- 
da por la matriz B=: 


BACHA = BB o bien (BC) A = E. (4) 


Multipliquemos ambos miembros de la igualdad (4) a la derecha 
por la matriz 47%; ' 


(BAC) AA = A~! o bien 4 = BC, E 


En la fórmula (2) la matriz inversa A”? se expresa como producto 
de las matrices inversas B-t y C-1. No obstante, si las matrices B y C 
son triangulares, para calcular la matriz A-t no hay necesidad de 
invertir las matrices B y C. 

Vamos a deducir las fórmulas para calcular los elementos de la 
matriz inversa A-t citando como ejemplo una matriz de cuarto or- 
den. Designemos los elementos de la matriz A~? con ay y los de 
las matrices inversas B- y C~} con Biy y Yiz, respectivamente. Las 
matrices B y C son del mismo tipo que en el $ 2.6. Multipliquemos 
la igualdad (2) a la derecha por la matriz C y a la izquierda, por la 
matriz B: 


ATC = BCC o bien AC = Br; (5) 
BA“ = BBC" o bien BA“ = Cr, (6) 
Las matrices C-* y B- son las matrices triangulares del mismo tipo 


que las matrices C y B. Escribamos las igualdades (5) y (6) del modo 
siguiento: 


Ay Qia As Au | e 0 0 0 7 1 Bra Bis Bu 

Qg Zag Ugg Aag Ca Ca 0 O | [01 Ba Ba 

gi Aga Ugg Ay Car Cay Cog O 00 1 fa |» (m 
Ayi Org Bas Raa AAA 00 0 1 
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1 diz bia ba Ga Gs O] 0 00 
O1 bag ba Y AAA Ya w0 0 
00 1 by As Olga Ugg y |7 

00 0 1 Das Qag Qag Qas Vas Vaz Vas Va 


Var Voz Vas O 


(8) 


Realizaremos la multiplicación sólo de aquellas filas y columnas 


donde los elementos de los productos en las matrices B-t y CA son 
iguales a los ceros y las unidades, respectivamonte. 


Vamos a considerar primero el producto AIC = B-t; 


Br = LC H Aiao E Fc =1, 
Pas = Agi 11 + Xoan A natat E gas = O 
Bor = UgC 51 H Aata H Aaga H Aata =0, 
Par = gras H olas H Austa H Aata =0, 
Paa = Agr O+ Araton + Analar + Aarte = 1, 
Bor = s10 + Agaton H Assa H Cia = 0, 
Bia = Q11 OH OgCo F aaoo E AiCi = 0, 
Bos = 31-04 aar OH Aastas H Ugo = 1, 

Bis =a 0Ha OH daats H Lts =0, 
Pu = 01-04 tua 00a 0 ha 1. 


Consideremos ahora el producto BA! =C: 


Via = 1- Lyg H Digo + bisse + butaa = 0, 
Via = 1- Oys Citas + bita t bug = 0, 
Vu = 1-A H bity Horta HD 0, 
Yos =0-0 1344-0994 botsa buts =0, 
Ya =0-0%yy +1 0%, + besta + dana =0, 
Var = 0-05 0-04 +1 -Oy + Dogs =0. 


(9) 
(10) 
(14) 
(11) 
(13) 
(14) 
(15) 
(16) 
(17) 
(18) 


(19) 
(20) 
(24) 
(22) 
(23) 
(24) 


Es necesario determinar 16 elementos desconocidos «;; de las 


igualdades (9). . .(24). Tenemos: 
L ay =1/c4 
ys = (1/33) (— aaa) 
Wa = (1/099) (— 03099 — Uso) 
Las = (1/11) (— Asa — go o1 — aC) 


II. 23 = —dy Ls 
Qay = — bosta — Dogs 
Qi = — bitag — Dogs — bilar 


TIL. ag =(1/c39) (1 — asics) 
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[de la (18)]; 
[de la (17)]; 
[de la (15)); 
[de la (12)]. 
[de la (24)1; 
Ide la (23)); 
[de la (21)]. 
[de la (16)); 


Asa =(1/092) (— tasts — Asica) [de la (14); 
as = (1/614) ( — Aaaa — Aata — Oat) [de la (11)]. 


TV. a= — batas — bt [de la (22); 
a= — baty — Dgo batas ` [de la (20). 
V. taa = (8/059) (1 — estos — Caca) ¡de la (13)i; 
Qg = (1/61) (— Rotas — ass — Maga) [do la (10)); 
VI. 042 — bigar — bygga — bisaa [de Ja (19)]; 


VIL ap = (1/64) (1— Qar — Man — 61) lde la (9). 


Utilizando las igualdades obtenidas en las etapas I...VII, 
llegamos al esquema siguiente. 
Esquema de sucesión de cálculos de loselementos de la matriz inversa 


w Iv i 
vi DAS aa Î | au Î 
Qs On Qa) Qy 
ra 


y 
Os Qs, Os Qu 
1 Qat Ay Cag | 

Con ayuda de este esquema se puede calcular la matriz inversa A wa 
para la matriz A de todo orden si está desarrollada en producto CB 
de dos matrices triangulares, donde C y B son las matrices triangu- 
lares del tipo anteriormente indicado. 


' Con tal desarrollo se obtienen las siguientes fórmulas para los 
elementos de la matriz A“%: 


n 
aj=— Y) bmt (<i); 
h=i+1 


n 
1 y 
ar= (1 D anen G=) 5 
"a Aid l (25) 
À edad 
C an EE (>). 
Ejemplo. Con ayuda del desarrollo de la matriz 
3-2 2 0 
2 4 4-2 


á=| 3—1 2 4 
1 2-4 -1 
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Tabla 2,4 


3 2 0 
2 1 =2 
a 
3 2 1 
1 = -t 
3 2/3 Ai o 
3 1-28 _ 4 
DE 
1 18-01 4-6 43| y 
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1/3 
1218 1/2 1/18 
rt 
42/18 1/2 13/18 
1/3 1/2 1/18 


A Componemos la tabla 2.3. 

Realizamos el cálculo do los elementos de la matriz inversa en el 
orden anteriormente indicado (véase el esquema), utilizando las 
fórmulas (25). 

L a =1/c = 1/18; 

ratas MBA, 


lc 1/7 y" 
a = Lattea  __ (D44088 5. 
s2 Cs Pr E ST 


— art acortar 
au 


(—5/18)-2+(4/9)-341148)-1 4 
g= ad 


Oy 


p8 


U. a= — bytu = — 13/48; 


ay = — (bata + Dans) = 


-ige 


“asa = — (bitas + biaa F Daa) = 


=-[(+4) (40) +4 (8) +]= 


t 9 
UL dy =E Udo) = aT [-(- +) 
atar MIE AL 
dia AS uE 


Ugo haa + naar 
ĉn 


(11/18) -2+ (4/2)-3+(— 13/19-14 __ 12 
3 A 


Uy == 


LV. agg = — (batsa + Daaa) = 


IS 


Qag = — (Diatas + Viga + batas) = 
-il-4 


V. au = —u — (UaaCas D = 


22 
[01 + (3 5)e] 5 
S? 7/3 =F: 
a, inntinn has 
aii Cir 
618-24 4/):3 + AMDA _ 42 
3 SE 


VI. Arg = — (bier + bia + baa) = 
=-[(-3) ro +8)1=- 


VIL ay = El (Catas a + uta) = 


3 


=4[1+ (4) 2+03+31]=5- 


6-40 8 
—12 59 —1 
eo 
Respuesta: ai= | -12 1109-43 | A 


—6 —59 1 


§ 2.8. Matrices celulares y eperaciones con ellas 


Al ejecutar los cálculos con matrices de altos órdenes es con- 
veniente partirlas previamente on células (bloques) con ayuda de los 
tabiques horizontales y verticales que van a lo largo y a través de 
toda la matriz. Ahora bien, cada matriz se divide en matrices de 
órdenes menores sobre las cuales las operaciones de cálculo se reali- 
zan mucho más sencillamente. 

La matriz partida en células se llama celular (o en bloques). 

Por ejemplo: 1) la matriz A está dividida en cuatro células: 


2 
An y 
donde de células sirven las matrices cuadradas 
sofe a; t|; pc ' su[i A 
2i Aza, las 02, La Gia, 


sl), 


Ait Qg| ls an | 

dá Gas Qag) laz ly 7 
Agr Ugg | ass an | L An 
Cay Qag) dis Cas 


az Use 


2) La matriz de n-ésimo orden Ç está dividida en cuatro 


células; 
Cr | Un 
cal]. 


donde C,-, es la matriz cuadrada de orden {n — 1); un -,, el vector 
columna de orden (n — 1); v,-,, el vector fila de orden (n — 1); 
Cnn, €l número. 

Tal partición se denomina orladura y las matrices, orladas. 

Con matrices celulares pueden ejecutarse las operaciones de 
adición y de multiplicación, considerando las células de la matriz 
celular como elementos de una matriz usual 


Sean 
Ay 
de [E 


del y p [2129 
An) Y PS | BaBa 
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las matrices celulares del mismo orden y de la misma partición. 
Entonces 


Aut Bu] 41+B 
Are -|F ae] 


A EAA | 


= | AaB FABa | AaB t Ambos |" 


Ejemplo 1. Las matrices 


57 -3 —4 1234 
76 -4-5 2345 
A=l64-3-2 | 25| 1357 
85 —6 —1 2468 


han de partirse en células cuadradas y calcular A+B y AB. 
A 1) Vamos a partir las matrices A y Bon células cuadra- 
das del modo siguiente; 


57|-3 —4 
76 —4 5 
64]-3-2 |” 
8 5]-6 —1 
74 2/34 
Bu[B0]_| 23/45 
7 2e) 13157 |' 
24/68 | 
Encontramos 
69100 
Aut Bu| Ant Bu 99/00 
AS La si] 7725 
10 9/0 7 


3) Tenemos 
A q A 
— 14 1Bu+AnBa 


Sucesivamente obtenemos 


asac [a ol lo sl- ls m2) 
datue [ 24 75] [e al-l al 


AuBat T] 
AyBi + AmBo)" 


Ká] 


86 
AS A E 


e 35 2 e 
29=[85]l2 337 l4s s1j> 
3-21 [13 1 -17 
Auba 7; =al E == | $ 
77 
Aula +A! yy als 


57 
AyBy= E a] 


a 
tba=[ 74 a]l 


dls 50): 


34 
45 

7] [—39 —53 
8]=[=50 e 


4 2 
AnBio + ABa = 5 8) ; 
64]f3 4 34 44 3-2] [57 
Aua=[; 5) la l= [ia 571 e E! k 3|= 
—27 —27 a 
=| 236 —5o) AB + Anba= 87l 
Ahora bien, 
86) 4 2 
És 50 5 —10 
Pla jad 
109| 8 7 
Sean 
[Ans 


na Br. 
A= z=] y B= [Es 


Xn-1 


E] 

a ban 

las matrices orladas celulares de n-ésimo orden y de la misma parti- 
ción. Entonces j 


ann 


Anast Bni | Uni mm] 
Van-t F Xni (nn tban J’ 


donde A, + Bn- es la matriz cuadrada de orden n — 4; üz-1 + 
+ Yn-19 el vector columna de orden z — 1; Y», + Xp 1, el vector 
fila de orden n — 1; ann + ban, el número; 


pa [E E | Anna H ta] 
lr B a na ViVe Hannbnn 


4+8=| 


donde A» Bn + Un ¿Xp 1 es la matriz cuadrada de orden n — 1; 
AnYn-1 F Un-10nn, el vector columna de orden n — 1; Yn Bn -rt 
+ tanXn-11 el vector fila de orden n — 4; Va-Yn-1 t ann Unn, el 
número. 

Ejemplo 2. Las matrices 


58 —4] 3 25 
A=| 69 —5 | y 8=| 4-13 
47 -3 L9 65 


han de partirse en células por orladura y se debe calcular 4+ 
+B y AB. 
A 1) Vamos a partir las matrices 4 y B con aynda de la 


orladura: 
T5 8]—4 T3 2/57 
a= 69|—5 -[% $]. s=| 443 -[2 2] 
L47 Va | 433 -ə 6l5 Xg [bas 
2)Hallamos 
. "8101 47 
a mt]. 10 8|-2 
Vat Xa 99 + Das 181172 
3) Tenemos 


AB= cr UXa Aaya + Urbas ] 
VaBa + dgXe Vaya + Canoa)" 
Sucesivamente obtenemos 


58718 2 [a 2 

aslo 9l k -1)= 54 d: 
=i —36 —24 

wm =[75] ¡9 a-| Ta 


11 —22 
AB +x =] 9 o7 


wk EEN 
e S a asa]: 


3 2] 
ota nfi 4] 000 4) ass= 9)-19 61=1 27-481, 
VaBa + ag, = [13 — 17]; 
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5 E 
vo 14 71 [F|24, cado 9588, varat abam, 


Ahora bien,” 
7414 — 33/297 
9 —27|32 |. a 
13 —17|26 


$ 2.9. Inversión de las matrices con ayuda de la 
partición en células 

Para hallar la matriz inversa se puede utilizar el método de 
A Ay Ai 

partición en células. Sea al 
Ags Ajo 
de n-ésimo orden en la cual A, y A son las células cuadradas 
de órdenes p y q (donde p+q=R). Se necesita hallar la matriz 
11 12 
Bas Baz 

dradas también de órdenes p y gq. 

Según la definición de la matriz inversa, AA! = Ep. En el caso 
dado la matriz unidad también se partirá en células del modo 
Ep 0 
O E 
unidad de los órdenes p y q, respectivamente. Entonces 


pe a [Bu Pa] fan taj [5 0 X 
Bas Ba Az An. 0 Eg 
de donde después de la multiplicación obtenemos cuatro ecuaciones 


matriciales: 
BrAn t Biha = Ep. 
Bidia +Biân=0. (4) 
Bari + BoA =0. 
BA +Baân = Eg. 

_ Para hallar las células de la matriz A”! es necesario resolver el 
sistema de ecuaciones matriciales (1). Con este fin utilicemos el mé- 
todo de eliminación de las incógnitas. Multipliquemos a la derecha 
la primera ecuación del sistema (1) por A;A,, y sustrayamos del 
resultado de la multiplicación la segunda ecuación de este sistema; 
obtenemos 


] la matriz regular celular 


inversa A~ = en la cual Bj, y Bp son las matricos cua- 


análogo, o sea, E,=| l, donde E, y Eq son las matrices 


Bro (421471 Arg — Ayo) = ATA. 
De aquí hallamos 
Bi = — Ai As (Aro — Ay ATi Aya), 
Bu =A —BnánAré. 
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Análogamente de las ecuaciones tres y cuatro del sistema (1). 
Ba = (Ay AnA A), 
Bu = —BoAn An. 
Esto es posible a condición de que las operaciones respectivas tengan 
sentido. Introduzcamos las designaciones siguientes: 
X=AiiA; Y =Aydid; 0=4—Ay X= Ap — YAn 
Entonces las fórmulas para las células de la matriz inversa A~! 
pueden escribirse en la forma siguiente: 
By=Ai/ +XO%Y; Bjy=-—X0"; 
By=—01Y; Bp=0", (2) 
Las fórmulas (2) son válidas a condición de que 45! y 07? existan. 


D A 1 : 
Es cómodo disponer los cálculos en la forma del esquema si- 
guiente: 


La matriz inversa tiene la forma 


am [Ator] aro] 
S er [er | 


Ejemplo 1. Con ayuda de la partición en células invertir la 


matriz 
10| 12 
-12| 314 
sl a E 
02] 12 


A Designemos 


10 12 40 21 
sef ia As Ej! Ag lo 2): Az ( aai 


Realizamos los cálculos necesarios: 


det An=2; Ají = 


sopa 
GTA 
a N 


75 


rt aal 
tn É JEJ- rl 
detO= —15; -5| Fal 


Escribamos los datos iniciales y los resultados de los cálculos 
en el esquema: 


ir 1-7 
6= | _ JE y=[ 


Luego tenemos 


SAD 407. 
WL —5—10]” 
Es 


40]_ 45-37] 
1 1]> le 6j’ 
24] 1 [-3-7 1 f—-30 107 
iy = iie. == 
ua Jl al 45 e al sl 30 aol" 
Para el control hemos calculado el producto XO-"Y por dos méto- 


dos: XOY = (XƏ7)Y y XOY = X(Ə-Y). Definitivamente 
obtenemos 


-0Y e 
1 0107 4 m40 —10 
mas dls sel — 
tles] ¿la ll 
15 66 5|-3 6 
0 1010 —10 
15 55 40 


6 14 2 —14 
12 —22 6 42 


A e +HXOrY — dl 33 


A, 
=y 
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De caso particular del método expuesto de inversión de las 
matrices celulares sirve el de orladura sucesiva. 
Supongamos que se da la matrizregular cuadrada de n-ésimo orden 


- Ann 


para la cual se necesita hallar la matriz inv 
Compongamos la sucesión de las matrice: 


a jad; 

Ly Ur 
de] 201; 

3 P Az 


31 Ags] az 


Uy 


Lay 


Us Ai Qu 

Az üz Az (OTE 

Az as LEN 

Ar Gu Car Uia Ugg) Ar 
Az 


dys diz disf dis 


ete. Cada matriz siguiente está obtenida de la precedente mediante 
la orladura. 


La matriz inversa a la segunda de estas matrices A3 = B, se ha- 
lla inmediatamente: 
arts -| an| Ar | — tgl l Az A 
Uie , 
ünl] Az] ay! As! 

donde 

ay a 

F TN liar = (11034 — N; 
la lga 
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Con ayuda de la matriz A71, aplicando a Ay el esquema de cálculo 
citado anteriormente, se puede obtener 43, luego con ayuda de AG? 
obtener análogamente A7*, etc, por fín hallar 47? = 47. 

Ejemplo 2. Valiéndose del método de orladura sucesiva, inver- 
tir la matriz 


3—4 50 
2-3 14 
az 3 —5 —1 2" 
3—1 44 
A Tenemos 
—3 5j0 
Z 111 
s=- -1]2 
3 414 
3 —4 
1) => El det A,= —94+8= —1; 
3 —4 
Al Bs 
A3 =B, E al 


2) El esquema de cálculo de A7! = C, tiene la forma siguiente: 


[491492] | ass 


Realizamos los cálculos: 


ONO 
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Llenamos el esquema: 


Obtenemos los elementos de la matriz inversa A71 = C después 
de las siguientes adiciones y multimplicaciones marticiales: 


ty=01=1; [ca Ca] = —O01Y =[1 —3); 
(joo 
Cas =71' 


Tal 3 —47.. 14:93 
Bas =A7 +X Y = ES 
E le se e ls alel 7 al 


—8 29 
=(3 sal 
T—8 29 —117] 
Aj!l=C¿=| —5 18 “l. 
1-3 q 
3) Para calcular 4; = D; = A”? hacemos el esquema: 


Así pues, 


Realizamos los cálculos: 


-8 2 —4]y"0 77 
x= 18 —7 pil 4 |; 
4-3 42d | =1] 
Es ga 
Y =18 -ia| -5 48 “r |r- 57 —22); 
1-3 4 
0 
8=1—[—15 57 -m| Jia. 8-t= —1/12. 
2 sei 
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Llenamos el esquema: - 


—8 29 41 


0 
-5 18 —1 1 
1—3 4 2 


4/12 |-45 57-22]  -42 


Luego tenemos: 
$ £ 9 
du= -= Hu da dial = 37115 57 — 22h 


di, i 77 
du =) áh 
das Et 


Dy=A3* + XOY = 
—8 2 417 =g 
[= 18 —7 |-E ¿ia 57 —22= 
1—3 1 Emi 
—96 -348 —132 M 105 —399 1547] 
-l= 60 216 Al 60 —228 s|- 
12 —36 12 —15 57—22 


9 —51 227 
=4] 0-2 4]. 
L-3 210 


Así pues, 


El método de orladura puede emplearse sólo en el caso en que 
todas las matrices intermedias Az, Ag ..., An- son regulares. 


$ 2.10. Valor absoluto y norma de la matriz 


Por valor tata (módulo) de la matriz A = [a;y] se entiende la 
matriz | A | = Í| a: |] donde todos los elementos Ja, | son los módu- 
los de los elementos de la matriz A. 

“Sean A y B las matrices para las cuales las operaciones A+B 
y AB tienen sentido. Entonces 


30 


19 14+B8I1</|41+18Bl; 

2) |ABI<S|A4A1+1B 1 

3% | gA | = |æ | -FA |, donde œ es un número. 

Por la norma de la matriz A = Ja,; | se entiende un número real 
1141] que satisface las condiciones siguientes: 

1°) Jl411>0 (con la particularidad de que ¡J4]| = 0 si y sólo 
si A =0); 

22) llaA]] = | œ | -1141, donde œ es un número (con la particu- 
laridad de que ||—A]| = 1411); 

31 114 + BIS 11411 + 1181; 

4) ABIS 1141-1181 

5°) 114 — Bi | IBI — 114]] |, donde A y B son las matrices 
para las cuales las operaciones correspondientes tienen sentido. 

Para la matriz A = [a] de tamaño arbitrario consideremos las 
tres normas siguientes que se calculan fácilmente: 


114 ll: = máx Y |a;yj, o sea, la suma máxima de los módulos 
$ 


de los elementos de la matriz, tomados en filas; 
114 ll = máx X lar}, o sea, la suma máxima de los módulos 
C 
de los elementos de la matriz, tomados en columnas; 
141=y/ Y la; |’, o sea, la raíz cuadrada extraída de la 
43 


suma de los cuadrados de los módulos de todos los elementos de la matriz. 
Ejemplo 1. Para la matriz 


2 4 £7 
A=|5 32 
L6 -7 3 


calcular (Alhi, All y Alla- 
A Hallamos 
il Allı =máx (241-44, 5-++3+2, 64-7+3) =máx (7, 10, 16) =16; 
lAl =máx(24+5+6, 14347, 44+2+3) =máx(13, 11, 9)=13; 
HAli =V PEPPER OPERA Y 153= 42,2. A 
Y 


Te 
Para el vector x= > 


estas normas se calculan por las 
LT» 
fórmulas siguientes: 


lixli = máx | x,| es la máxima de las coordenadas del vector, 
tomada en módulo; 
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ixl = 12, | +1%1+...+1]%), | es la suma de los módulos 

de las coordenadas del vector 

izi= V [A P+I2R+...+Iz, | es la raíz cuadrada extraída 

de la suma de los cuadrados de los módulos de las coordenadas del vector, 
La norma |ix||, se llama valor absoluto del vector. 


1 
2 
Ejemplo 2. Para el vector x= 3 calcular || x llo (xl 
—5 
y lx lla: 
A Tenemos 


ikii = máx (L 2 3, 5)=5; iki =1+2+3+5 = t; 
lxls= V FFE =V 36,2 A 


$ 2,11. Rango de la matriz y métodos de su cálculo 


Supongamos que se da la matriz rectangular 
Uy Gig -»-- Cn 


Ami Uma ==> Amn 
St en esta matriz se eligen de un modo arbitrario l filas y k columnas 
donde k< mín (m, n), entonces los elementos que están en la inter- 
sección de estas filas y columnas forman una matriz cuadrada de 
orden l cuyo determinante se llama menor de l-ésimo orden de la 


matriz A. 
Por ojemplo, en la intersección de las filas 1 y 2con las columnas 


1 y 2 de la matriz A se halla la matriz A de segundo orden pe saj cuyo 
determinante es el menor de segundo orden de la matriz A. Designé- 


moslo My: 
Qil Aig 


M,= 


au ly 


Se llama rango de la matriz A el orden máximo de un menor dis- 
tinto del cero de estra matriz. De la definición del rango se deduce 
que si el rango de una matriz es igual a r, en la matriz hay almenos 
un menor de r-ésimo orden no igual a cero, mientras que todos los 
menores de orden r + 1 y de órdenes más altos son iguales a cero. 
Nótese que el rango de la matriz nula es igual a cero y el de una 
matriz fila (columna) ne nula es igual a la unidad. 

Para una matriz rectangular de tamaño m X n la diferencia 
entre el número menor de los números m y z y el rango de la matriz 
se denomina defecto de la matriz. Para una matriz cuadrada de ta- 
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maño n X n el defecto es igual a n — r. Si el defecto es igual a cero, 
el rango: de la matriz es el mayor de los posibles para el tamaño 
dado. 

Consideremos uno de los métodos de cálculo del rango de una ma- 
triz, fundado sobre la misma definición de este último. En este 
caso es necesario hallar el menor de orden máximo distinto del cero. 
Al calcular el rango de una matriz con ayuda de este método se pasa 
de los menores de órdenes menores (comenzando con los menores de 
primer orden, o sea, con los elementos de la matriz) a los de órdenes 
mayores, apoyándose en la regla siguiente: supongamos que hemos 
hallado el menor de r-ésimo orden M, distinto del cero; entonces hace 
falta calcular solamente los menores de orden r +4 que orlan el 
menor dado M,. Si todos estos menores son iguales a cero, el rango de 
la matriz es igual a r; en cambio, si al menos uno de ellos es distinto 
del cero, esta operación ha de aplicarse a este último, con la parti- 
cularidad de que en este casa el rango de la matriz es a ciencia cierta 
mayor que r. Este método de cálculo lleva el nombre de método de 
orladura. 

Ejemplo 1. Con ayuda del método de orladura hallar el rango 
de la matriz 


a 4 4 07 


pl 
hS 0 7 2] 
A 1) Elijamos el menor de primer orden no igual a cero: M; = 
= dez = 4 :£0 (el índice superior designa el número de orden duran- 


te el cálculo y el índice inferior, el orden del menor). 
2) Hallemos el menor orlante de segundo orden no igual a cero: 


44 
m|, ¿Jo 


3) Consideremos todos log menores de tercer orden que orlan el 


menor Mi, para lo cual compongamos los menores M; y M} de las 
filas 2, 3 y 4: 


2 44 
Mi=|—4 —2 3|=0, 
0. 07 
411 
Mi=|-23 1|=0 
072 


ya que en estos menores la tercera fila es igual a la suma do la pri- 
mera fila y la segunda doblada. 
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Los menores orlantes de las filas 1, 2 y 3 también son iguales 
a cero, ya que las filas 1 y 2 son iguales. Si todos los menores de 
tercer orden son iguales a cero, entonces todos los menores de órdenes 
superiores (comenzando con 34+ 41 = 4) asimismo son iguales 
a cero. Por consiguiente, el rango de la matriz es igual a 2 y el defec- 
to 4-2=2. A 

Puesto que la cantidad de determinantes de diferentes órdenes 
generados por la matriz suede ser grande, el cálculo del rango por 
medio de la orladura cuesta mucho trabajo. 

Estos cálculos pueden ser simplificados si el rango se halla con 
ayuda de las transformaciones elementales de la matriz. 

Entre las transformaciones elementales figuran: 

1) permutación de dos filas (columnas); 

2) multiplicación de la fila (columna) por cierto número k 
k Æ 0); 

3) ación a una fila (columna) de la otra multiplicada por cual- 
quier número % no igual a cero; 

4) eliminación de la fila (columna) compuesta por cero a partir 
de la matriz; 

5) eliminación de la fila (columna) que es una combinación lineal 
de otras filas (columnas) a partir de la matriz; 

Las transformaciones elementales no cambian el rango de la ma- 
triz, o sea, como resultado de tales transformaciones se obtiene una 
nueva matriz que no es igual a la inicial sino es equivalente a ésta 
(los rangos de estas matrices son iguales). Para designar la equiva- 
lencia de las matrices se usa el signo —. 

Las transformaciones de la matriz pueden realizarse en el orden 
siguiente: 

å. Si el elemento situado en el ángulo superior izquierdo de la 
matriz @ = 0 y en la matriz hay elementos no nulos, entonces 
mediante la permutación de las filas o de las columnas coloquemos 
en su lugar un elemento no nulo y con ayuda de las transformacio- 
nes elementales anulemos todos los demás elementos de la primera 
fila y luego también los de la primera columna. A continuación la 
columna 1 y la fila 1 quedan sin variar (podemos sólo permutarlas). 
Si todos los demás elementos de la matriz transformada son iguales 
a cero, el rango es igual a la unidad, o sea, r = 1. 

2. En cambio, si en la matriz transformada dz, = 0, pero hay 
elementos distintos del cero, entonces, colocando uno de ellos en el 
lugar de intersección de la segunda fila y de la segunda columna 
y aplicando las transformaciones elementales, anulemos primero 
todos los demás elementos de la segunda fila, luego los de la segunda 
columna y continuemos las transformaciones de un modo análogo. 

En resumidas cuentas, se puede obtener una matriz de cuyos 
elementos sirven sólo las unidades que están el la diagonal principal, 
con la particularidad de que su número es igual al rango de la matriz, 
mientras que los demás elementos son iguales a cero. 
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Ejemplo 2. Aplicando las transformaciones elementales, deter- 
minar el rango de la matriz 


1203 —Í 
132 0 
aS 314-2 
341 41 


A Realicemos sucesivamente las siguientes transformaciones 
elementales de la matriz: 

a) Primero adicionemos la primera columna a la cuarta y luego, 
multiplicándola sucesivamente por (—2) y por (3), adicionémosla 
a las columnas 2 y 3, respectivamente. 

b) eliminemos las columnas 2 y 3, ya que se obtienen de la cuarta 
columna multiplicándola por (—5). 

Entonces obtenemos i 


123 —1 £ $5 0 0 
dia 132 0 3) 14 5 5-— 


324 -2 3B=5-5 f 
-34141 41 —3 10 10-2 
1.0 
=t i 
S a a E 
=8. =% 


' Es vidente que el rango de la última matriz es igual a 2. No 
puede ser mayor que 2, ya que si r = 2, el defecto es igual a cero 
{n — r = 0), ni puede ser menor que 2, puesto que en la matriz hay 
un menor M Æ 0. 

i La miig obtenida es cquivalente a la A y, por lo tanto, 
r(4) = 

Llegaremos el mismo resultado si continuamos a transformar 
la matriz: 

c) Primero adicionemos la primera fila a la segunda y luego, 
multiplicándola sucesivamente por (—3) y por (3), adicionemos 
a las filas 3 y 4, respectivamente 

d) Primero adicionemos la tercera fila a la segunda y luego, 
moltiplicándola por 2, adicionemos a la cuarta fila. 

e) Eliminemos las filas nulas. 


Tenemos: 
i 0 1 0 10 
—1 —1 0 —1 00 10 
á~ 3 al 210 il 2401] 2 ls Al 
—3 —2 0 0 00 
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La última matriz no desempeña el papel de matriz unidad, está 
obtenida como resultado de transformaciones elementales y es equi- 
valente a la matriz A. La cantidad de unidades presentes en la diago- 
nel pa de la matriz obtenida es igual a 2. Por consiguiente, 
r(4)=2. A 


$ 2.12. Concepto de espacio lineal (vectorial). 
Dependencia lineal de los vectores 


Se llama espacio lineal (vectorial) el conjunto U de los elementos 
X, y, Z, . . ., para el cual están definidas las operaciones de adición 
de los elementos y de su multiplicación por un número real, opera- 
ciones que no hacen salir fuera de los límites de U y satisfacen los 
siguientes axiomas: 

1) x +y=y+x; 

2) (x + y) +z =x + (y + z); 

3°) existe un elemento 0 € U tal que x + 0 = x; 

4°) para cada x existe el elemento contrario — x € U tal que 
x + (—x) = 0; 

3 co Xx 

) a (Bx) = (ap) xs 

7°) (a + P)x = ax + px; 

8% a (x + y) = ax + ay, 
donde x, y, z € U; a. y f son los números reales. 

Nótese que 0-x = 0 y (—1) x = — x. 

Ejemplo 1. El conjunto de todos los vectores -dimensionales con 
operaciones ordinarias de adición de los vectores y de multiplicación 
del vector por un número real a forma un espacio lineal, ya que las 
operaciones indicadas satisfacen los axiomas 1°. . .8”. 

De suma de dos vectores x = (£y, Za, » - -, Zn) © Y = (Ys Yn + ++ 

Yn) sirve también el vector z= x + y = (z, + yı ta + 
+ Ya - + «+ Zn + Yn); el producto del vector x por el número « es el 
vector ax = (UTi, 4% . . ., ALn) (véase el $ 2.1). En este caso de 
vector nulo sirve el vector 0 = (0, 0, ..., 0); de vector contrario 
a x sirve el vector —x = (—2%1, —Za, . - -, —Zn). Es evidente que se 
cumplen todos los axiomas del espacio lineal. 

Ejemplo 2. El conjunto de los vectores de diferente dimensión no 
es un espacio lineal, ya que para ellos no está definida la opera- 
ción de adición. 

Ejemplo 3. Se puede mostrar que las matrices cuadradas de igual 
orden forman un espacio lineal, mientras que las matrices cuadradas 
de diferentes órdenes no forman un espacio lineal, ya que para estas 
matrices la suma no está definida. 

En el espacio lineal (vectorial) tiene gran importancia el con- 
cepto de dependencia lineal de los vectores. 

Si Xi, Xa, » - », Xn son los vectores del espacio U, entonces el vec- 


n 

tor Z = Cixi + (Xp +... FH CnXn = 2 cx; se llama combina- 
= 

ción lineal de los vectores x;. 
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z 
Si el vector z=}; cx = 0, pero entre los números C,, 


tal 
ĉa » + -, Cn hay, al menos, uno distinto del cero, los vectores x; se 
denominan linealmente dependientes. 
Los vectores Xy, Xe, - « »» Xn Se llaman linealmente independientes 
ES 


en el caso en que su combinación lineal z = $) cX; es igual al 


4=1 
vector nulo si y sólo si todos los vectores c; = 0 (i = 1, 2, -.., n). 

Sobre el plano existen no más de dos vectores linealmente 
independientes y en el espacio tridimensional, no más de tres. 

Teorema. Si los vectores Xy, Xa, - - -» Xn que pertenecen aun espa- 
cio lineal U son linealmente dependientes, entonces al menos uno de 
ellos es la combinación lineal de los demás. 

U Puesto que los vectores Xy, Xz, - - -» Xp son linealmente de- 
pendientes, entonces cX, + C2Xa E. ++ + CnXn = 0, con la parti- 
cularidad de que al menos uno de los números c; (i = 4, 2, . . . n) 
es distinto del cero. Sea cp 0 (1< k< n). Entonces el vector xp 
es combinación lineal de los vectores X,, Xar- + ++ Xp Xk+ + + c+ Xn? 


= 3 £y 
y A 
—HIEL -L a 3 
Xrm OE Xat An nn 


Ejemplo 4. Se da un sistema de n vectores unitarios n-dimensio- 
nales: 


e,=(0, 0, 0, ..., 1). 
¿Es linealmente dependiente este sistema? 
A 1) Hagamos la composición lineal de estos vectores e igualé- 
mosla a cero: 
Cie, + Cala +... + Cren =0. 
2) Escribamos esta igualdad en las coordenadas: 
tr 1+c 04... + 7:0=0, 
c:0+c 14... +£.-0=0, 


De aquí cı = ĉ = c3 = ~ . - = Cn =0. Esto quiere decir que 
el sistema de n vectores unitarios n-dimensionales es linealmente 
independiente. Es evidente que linealmente independiente es tam- 
bién toda parte de este sistema de vectores. A 

Ejemplo 5. Se dan los vectores Xx, = (1, 2, 3) y x, = (3, 6, 7). 
¿Son linealmente dependientes estos vectores? 
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A 1) Hagamosla combinación lineal de estos vectores o igualé- 
mosla a cero: 
C4X1 + C4Xp = O. (+) 
2) La igualdad vectorial (*) es equivalente al sistema homogéneo 
de tres ecuaciones lineales con dos incógnitas: 


1.0 4+3c,=0, 
2c,46c,=0, (++) 
30, +7c¿=0. 
3) Dividamos ambos miembros de la segunda ecuación del 'siste- 
ma (**) por 2: 
1-0, +3c=0, 
(istmo (sor) 
30, +70, =0. 


En el sistema (***) hay dos ecuaciones iguales una de las cuales 
suprimimos. 
4) Resolviendo ahora el sistema 
1.c,+ 3c¿== 0, 
3c,+70c,=0, 
obtenemos c, = 0, c, = 0. Así pues, el sistema dado de los vectores 
es linealmente independiente. 4 
Ejemplo 6. Se dan los vectores: x, = fo 3); x, = (0, 2), xX, = 
= (5, 7). Resolver la cuestión referente a la dependencia lineal del 
sistema dado de los vectores. 


A 1) Hagamos la composición lineal de estos vectores e igualémos- 
la a cero: 


€¡X] + Calg + EgXg = 0. (+) 
Escribemos la igualdad (*) en las coordenadas: 
1.0, t 0c 5c=0, 
( 30, -+2c,+ 76, =0. le.) 
Hemos obtenido el sistema de dos ecuaciones lineales con tres 


incógnitas. 

2) Resolvamos este sistema por el método de sustitución. Sus- 
tituyamos la expresión c, = —5cy, obtenida de la primera ecuación, 
en la segunda ecuación: —15c, + 2c, + 70, = 0. De aquí c, = 40g. 
Demos a c, un valor numérico arbitrario, no igual a cero, por ejem- 
plo, c = i. Entonces c) = —5; cy = 4. 

3) Sustituyamos estos valores en la, igualdad (*): 

—5x, + 4x; + x3 = 0, o bien xX, = 5x, — 4xp, 


o sea, el vector x, es una combinación lineal de los vectores x, y Xz 
y esto quiere decir que los vectores Xy, Xz y xy son linealmente de- 
pendientes. A 
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$ 2.13. Base de un espacio 


El espacio lineal (vectorial) U se llama n-dimensional si en éste: 
hay n vectores linealmente independientes y no existe una canti- 
dad mayor de vectores linealmente independientes. El número n 
se denomina dimensión del espacio, y el mismo espacio se llama espa- 
cio de dimensión finita. (Se designa Un). 

Si en el espacio U existe toda cantidad de vectores linealmente 
independientes, éste se considera de dimensión infinita. 

Todo conjunto de n vectores linealmonte independientes de un 
espacio n-dimensional se llama base de este espacio. 

En cada espacio hay un conjunto infinito de las bases. Una de 
ellas es el sistema de vectores unitarios (versores): 


e = (1, 0, 0, ..., 0), 
e, =(0,1,0,..., 0), 


Teorema í. Cada vector del espacio n-dimensional U, puede ser 
representado y, además, de un modo único, en forma de la combinación 
lineal de los vectores de la base. 

O Sea x€ Un Y €1, Ca »- -» €n, la base del espacio Un. Los 


vectores X, €, €z, - + -» €n Son linealmente dependientes (su canti- 
dad es igual a n +4 y supera la dimensión del espacio), o sea, 
COX + Gier + Colo + + +» + Coen =0, (1)- 


donde cierto coeficiente cj 0 (0<7<m). En la igualdad (1) el 
coeficiente cy 96 0, ya que en el caso contrario 


Ce, + Cola +... F Col, = O, 


donde c; 20 (¿> 1) lo que contradice la independencia lineal de 
los vectores €,, €a, - - - €n- Por consiguiente, la igualdad (1) puede 
ser resuelta respecto a x: 


X = e + Yala + +». + Ynln, (2) 


donde y, = —C1/Co, Ya = —C2/C9, «+ <» Yn = —Cn/Ep- 

Ahora bien, todo vector x del espacio UY, es una combinación 
lineal de los vectores de la base. 

Vamos a domostrar que el desarrollo (2) es único. Supongamos que 
hay un otro desarrollo k 

X = Vier + Vier + -e + Vhen (2) 

distinto del primero. Sustrayendo de la igualdad (2) la (2”), obte- 
nemos 
O= (Y — Vi) e + (Ya — V) 02 — «++ — (Un — Yh) èn: (8) 
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Puesto que los vectores básicos €}, €s, . - -, en son linealmente in- 
dependientes, deben cumplirse las igualdades 
m=z) =, Ma) =O, -.-. (a — Y») =0, 
de donde se desprende que Y = Yi Ya = Yir ---» Yn 
«el desarrollo según la base dada es único. W 
En la igualdad (2) los números yı, Ya, - - -, Yn se llaman coor- 
denadas del vector x respecto a la base ey, €z - - ., €n- 


Supongamos que se da un sistema de m vectores en el espacio 
n-dimensional: 


= Vh, O sea, 


Xi = apê, + anes +... + anèn, 
Xa = Mr + gota +... 4 nnan 


Xm = Ame, F Gamez + +++ + lamen: 


Escribamos la matriz compuesta por las coordenadas de estos 
vectores de un modo tal que los elementos de la j-ésima columna 
sean iguales a las coordenadas del j-ésimo vector (j = 4, 2, .. ., m): 


Aig Uy ... Aim 


Ani ant -->- Cam 


Supongamos que el rango de esta matriz es igual a r. Entonces el 
menor de r-ésimo orden, distinto del cero, se llama menor básico de la 
matriz A. Las filas y columnas en cuya intersección está el menor 
básico se denominan filas básicas y columnas básicas. 

Teorema 2 (sobre el menor básico). Las columnas (filas) básicas 
«de la matriz A son linealmente independientes, y toda columna (fila) 
de esta matriz es una combinación lineal de sus columnas (filas) bá- 
sicas. 

Ejemplo. Se da el sistema de los vectores: x, = (—2, 4, 3, 5), 
Xa = (0, 1, 2, —1), x = (—2, 7, 9, 2). Se necesita determinar la 
«dependencia lineal del sistema dado de los vectores; determinar la 
base del sistema; representar los vectores del sistema en forma de 
una combinación lineal de los vectores de la base. 

A 1) Compongamos la matriz a partir de las coordenadas de los 
“vectores: 


PY 02 

4 4 7 

ÁSl 3 2 8 
5—1 2 


Determinemos el rango de la matriz A, aplicando el método de 
orladura. Tomemos el menor M, = i 2] Æ 0 y consideremos el 


20 


menor que le orla 


-2 0-2 
mel 44 7| 
32 9 


Para calcular este último sustrayamos la primera columna de la 
tercera; obtenemos 


—2 0 0 
4 1 3 
3256 


Mi= 0; 


ya que hay dos columnas proporcionales. 
El segundo menor orlante 


-2 0-2 E 0 0 


m=| 4 4 =| 4 1 3 


5-1 2 5—1 —3 
puesto que después de una transformación análoga éste también con- 
tiene dos columnas proporcionales. 


Así pues, todos los menores cuyo orden es superior al segundo son 


iguales a cero, por eso el rango de la matriz A es igual a 2 y el menor 
M, = = 1 | es básico. Por consiguiente, los vectores X, y Xg 


son linealmente independientes y forman la base del sistema, mien- 
tras que el vector z% es su combinación lineal. Ahora bien, el siste- 
ma dado de los vectores es linealmente dependiente. 

2) Planteemos la igualdad 


Cix, + CaXa + CX =0, () 
de donde obtenemos el sistema de ecuaciones 


{ cr (—2) + 020 + c3 (—2) = 0, 
ch teri Heg? =O 


Expresemos de la primera ecuación c, = —c, y sustituyamos lo 
obtenido en la segunda ecuación: 


—4c¿+ Ca + 7e = 0; cg = —3Cg 


Pongamos c= 1; entonces c, = —1; C, = —3. Sustituyendo 
los valores de c,, ĉe y ĉa en la igualdad (*), tenemos 


—x, + 3x, + x3=0 0 bien x, = x, + 3x2. 


Ahora bien, el vector x está representado en forma de una com- 
binación lineal de los vectores de la base x, y xz. Este desarrollo es 
único. Los números (1, 3) son las coordenadas del vector x, en la 
base (X,, Xx). A 
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$ 2.14. Transformación de las coordenadas 
del vector al cambiar la base 


Sean (e) = (e1, €2, - - €n) y {f} = (Ei, fa, - - -, fn) dos bases de 
un mismo espacio lineal Y,. Cada vector de la nueva base i tiene 
en la vieja base {e} las coordenadas Sij, Saj, +, Saz con la parti- 
cularidad de que al designar las coordenadas s:; (S = 1, 2, ..., n) 
en el primer lugar se indica el número del vector básico viejo respec- 
tivo y en el segundo lugar, el del nuevo vector básico. Por lo tanto, 


Íi = 51381 + Sala + ++ Sajen (G=1,2,-.. 1) (1) 
o bien 
i= sul + sOy +... +Sniln, 
A e A o 
fn = Sinto Sonea H e 
donde 
51 Sa Sas 
Ss Su 9 Sne 


Sin San -*- San 

es una matriz regular, ya que det S 40 (en el caso contrario las 
filas de esta matriz y, por lo tanto, también los vectores f,, fa, ... 
+ «+, fa serían linealmente dependientes). 

La matriz S se llama matriz de paso de la vieja base a la nueva. 

Sea x el vector arbitrario del espacio lineal dado U,. Designemos 
con z; las coordenadas de este vector en la base vieja y con y;, sus 
coordenadas en la nueva base. Es evidente que 


x= pih + yaa th. + Ynfn = tie, + Taea +... + Enen 
o bien 
n a 
x=) 2/0,=)) yl, 
i=i j=1 


n 2 
Teniendo en cuenta las igualdades (2), tenemos >) f= J) sijen 
al 


de donde, sustituyendo la expresión para f,, obtenemos 


z n 2 n n 
x=) z= Y ny sijer= Y) €: Y Siy (3) 
4=1 jei i=i i=1 isi 
Por consiguiente, en virtud de la independencia lineal de los 
vectores e Cz, ---, €n hallamos 


a 
a=) siy; (i=4, 2, ..., n), 
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0 bien 
T= Suya + Saad + H SnYns 
T= S141 Saya F ++ H SnU ns (4) 


En =SinYiT Sanya th + ESnnYn: 
En la forma matricial la relación (4) se escribirá así: 
x= Sy, (5) 
o sea, el vector en las viejas coordenadas (base) es igual a la matriz 


de paso S multiplicada por el vector en las nuevas coordenadas. Mul- 
tipliquemos a la izquierda la igualdad (5) por la matriz inversa S=!: 


$ S-lx = y o bien y = S”ix. (6) 
La matriz $-! tiene la forma 
Suld Syld ... Sinld 
Sad Sold 


Sni/d Sayld ... Snnld 


donde d es el determinante de la matriz S (d = 0, ya que $ es una 
matriz regular) y sı; son los complementos algebraicos de los ele- 
mentos del determinante d. Entonces 


s, s, s 
Yy= at E at. HAE tn 


S. 5, S, 
E E A a 


$, S Si 
mia o E 


Las relaciones (7) son las fórmulas de paso de las coordenadas x; 
del vector x en la vieja base a las coordenadas y; on la nueva base 
{s =1,2,..., n). El paso de las coordenadas x, a las y; se lleva a 
cabo con ayuda de la matriz S-* que es inversa a la matriz de paso 
de la vieja base a la nueva. 

Ejemplo. Hallar las coordenadas del vector x = (0, 0, 0, 1) en 
la n i = r 0, 1); es = (2, 1, 3, 1); es = (1, 1, 0, 0); e, = 
= (0, 1, —1, —1). 

A 1) Compongamos la matriz de paso S de la vieja base a la 
nueva: 


121 0 
E 
S= g a 
iati 
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2) Hallamos la matriz inversa 


Su Sa 
mE Su Sy 
q. detS | Sy Saz 
Su Su 
Tenemos 

trs 0 1 
tri f 0 
det S = o 3 0-a1l=lo 
1 1 0—4 dl 

0—1 4 
=|0 3-1 -|73 

1 1-1 


Su Su 
Sa Si 
Su Sa f 
Sa Sh 
2 1 0 
-10 aj 
8 0 —1| 
1 0 —t 
1 


Hemos realizado las siguientes transformaciones del determi- 
nante 5: primero, de la segunda fila hemos sustraído la primera; 
luego, hemos desarrollado el determinante obtenido según los ele- 
mentos de la tercera columna; por último, hemos desarrollado el 
determinante obtenido según los elementos de la primera columna. 

Calculamos los complementos algebraicos: 


a 2 1 1 A q: 
Su=|3 0 —1|=2 S¿=-—|0 0 —1 
10 =í 4 0 —1 
4d 1 LA 1 
Sa=|0 3 —1/=|0 3 —4|==8; 
14 —1 0.0 -2 
1 414 
Siy=-—|0 3 oj- -|i i-s 
110 
ai 0 
s=- a 
1 0 ~i 
A A 0 
Sa=|0 0 1|=-|; 4 1; 
10 =í 
£:2 0 it 2 0 Usa 
Sa=|0 3 —1=-|0 3 —Ai=-|_, Zil-s 
1 4 —1 0 —1 —t 
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4 2 
03 
Sa=|0 3 oj=|i i=- 
10 
2 4 0 
Sa=f1 1  1]=0 (a fila 4* es igual a la suma 
4 Ee de las filas 2 y 3) 
al 0 13 0 0.4 
Sa=-[1 1 1l=a-J0 0 1=l, aji 
10 —i 1 0 —1 E 
1 2 0 120 
12 
Sa=[t 1 41l=[1 1 >|) 2|=>: 
1 1 —1| |12 2 0 
ll 1 2 1 
11 
daalt 1 ilaji 1 o=- i= 
4 4,50 1 10 
2 d 0 210 
Sa 14 dle lt 1 t= i=- 
3 0 —t 41.0 
44 g 
Si=|1 1 1|=0 (hay dos columnas iguales); 
0.0 —1 
i2 0 Le Y 12 
Sa= —ji 1 1]=-—|1 4 0|=|, a= 
0 3 —1 0 3 —1 
E 
Su=l1 1 1fe0: 
030 
Por lo tanto, 
2-2 0 -2 
er dl 1 —1 —t 0 
ae E a Il 
3-3 —1 0 
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3) Con ayuda de la fórmula (6) hallamos las'coordenadas del vec- 
tor x en la nueva base: 


2 —2 0 —2 0 
1 —1 —1 0 0 
laa a llo jo 

3 -3 —1 0 1 
—2 al 
t 0 0 

3 9151 08 
0 0 
Ejercicios 


1. Calcular AB si 


23 2 3 473 
a) A=| 3 —1 2, B= raah 
La 2 4 _2 4 37 
Y AS 2 5 67 
TSE —4 A SÉ 2 5 | 
2 =5 3 i g 2] 


2. Calcular 2 (A+ B) (2B— 4) si: 


-23A E 
45 21; Fal o 131; 
2 2 4. 


10 7 


a) A= 


4 5 —2 2 1 17 
b) 4=| 3 —1 0 |; B=0 1 3 
Lt g g L5 7 3] 
3. Hallar el producto XY si: 
A 1 
a) X= 3 , Y=[1 2 —2 3); b)X=| 2 |; 
2 3 
Y =(4 5); 
-127 
y 
ec) X=[10 178511), Y=| 5 
4 
10 
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4. Hallar el producto AX si: 


4 

2-1-3 0 4 1 
del Tr 2 5 5 |. X=] 2k 

3 3 

0 


PER ad s 
Y: 4] a e Ll a |, 
2.2 <=8 —4 


o 
5. Calcular los determinantes: 


1 3-4 LEA a 
gask 2 deise È Bi 
S- 24 6-3 
56 8-4 
46 54 =7,7 —3,4 
gabe 14-23 02 


5,3 —5,9 27 —7,9|' 
0,7 1,9 —8,5 4,8 


6. Calcular 47? para las matrices siguientes: 


a TE 
a a=| 3 —4 0 |; ba=fa za ; 
2-53 e í 
- 684 3 
1.0. 00 
© 2 0100 
li EA uor 
53 £ 43 
7. Hallar AB, donde 
1 41 1.114 
Ò cd 3 ai 1.423 
á=l3 10 gp li uss] 
1-25 4 71014 


por dos métodos: a) partiendo A y B en células cuadradas; b) par- 
tiendo A y B en células por medio de la orladura. 


7546 97 


8. Calcular A7* aplicando la partición en células cuadradas y la 


or adura, si: 


t a Sel 3-2 

2 4-2 -3 2 4 
darlas 2-4 pP 94=|3 a 

2-3 2 4 1 7-4 


4 


0 
—2 
4 
—1 


9, Desarrollar las matrices dadas en el ejercicio 8 en producto 
de dos matrices triangulares e invertirlas, aplicando el desarrollo de 


las matrices en producto de dos matrices triangulares. 
10. Resolver las ecuaciones matriciales: 


0 3-4 76-37 
al 2-1 2|=|-83 6]; 
L3 14 4] Laos 43 


A SO 
»| -8 3 6|x=] 2 144 —10 |. 
1 9 43] 48 2 30 


11. Calcular los rangos de las matrices siguientes: 


T2 d 

T2 —41 3 —2 47 2 4 

a) SE =25 14 7j; bpB=|-1 —2 
2-4 14 82 5 40 

0.0 


Dwe 
NaRoo 


12. Determinar si son linealmente dependientes o linealmente 


independientes los siguientes sistemas de los vectores: 
(8, 1,3); b) x, = (1, 0, 0, 2, 5); 


= (5, 4, 3), xy = (3,3, 2), xy = 
X, = (0, 1, 0, 3, 4); x3= (0, 0, 1,4, 7), x, = 
13. al el sistema do los vectores x, = (5, 2. 
= (4, 4, —2, 3), x, = (1, 1, 4, —2); x, = 
base y expresar los demás vectores por los básicos. 


i, 5,4 


a) x= 


(3,4, aa %, hallar la 


14. Hallar las he del vector x = (1, 2, 1, 1) en la base 


= (1, 1, í, 1), € 


S SE EA 


= (1, 1, —1, 4), es = (l, 4,1, —1), ea = 


CAPITULO II 
Resolución de los sistemas 
de ecuaciones lineales 


$ 3.1. Sistemas de ecuaciones lineales 


En la forma general un sistema de m ecuaciones lineales con n 
incógnitas se escribo así: È 
Mty + latg +... + atj + -H ntn = by 
lati F ara +- .. + aati H -ne F Eontr = by, 
` 
Qty + la + -e + anty t + gn, = ba (4) 


amii + amatz + + + amt > + nin = by 
Las ecuaciones del sistema se consideran numeradas: la primera, la 
segunda, .. ., la m-ésima. Los números z, Za “ Zn se llaman 


incógnitas del sistema, Gy, Qja, » - .« Amn, coefi 
nitas del sistema. 

En la ¿-ésima ecuación el coeficiente do la incógnita zx; se desig- 
na con 4;,, donde el primer índice ¿ señala el número de la ecuación 
ən la cual está el coeficiente dado y el segundo índice j señala el 
número de la incógnita junto a la cual se halla el coeficiente dado. 
Por ejemplo, el coeficiente an está en la segunda ecuación del sistema, 
adjunto a la incógnita %3. 

Los números bı, ba, ..., bm se denominan términos indepen- 
dientes del sistema. 

Brevemente el sistema (1) puede ser escrito así: 


entes de las incóg- 


a 
È ayzy=b; (i=1, 2, ..., m). (15) 


Se llama solución del sistema de ecuaciones lineales (4) todo con- 
junto de los números œ, Œs, . . ., “%, que, puestos en lugar de las 
incógnitas tı, Zs, ..., Zn en las ecuaciones del sistema dado con- 
vierten todas estas ecuaciones en identidades. 

El sistema de ecuaciones lineales (1) se denomina compatible si 
tiene una solución. Si ol sistema de ecuaciones lineales no tieno 
solución, se considera incompatible (o contradictorio). 

Un sistema compatible de ecuaciones lineales puede tener una o 
varias soluciones y se llama determinado si tiene una sola solución e 
indeterminado si tiene más que una solución. 
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Dos sistemas de ecuaciones lineales con una misma cantidad de 
incógnitas se llaman equivalentes si son ambos incompatibles o son 
ambos compatibles y tienen unas mismas soluciones, 

Se denominan transformaciones elementales de un sistema de ecuacio- 
nes lineales los siguientes tres tipos de transformaciones: 

1) permutación de dos ecuaciones del sistema; 

2) multiplicación de ambos miembros de la ecuación del sistema 
por todo número distinto del cero; 

3) adición (sustracción) a ambos miembros de una ecuación de 
los miembros respectivos de olra ecuación, multiplicados “por todo 
Número. 

Se puede demostrar que las transformaciones elementales hacen 
pasar el sistema dado de ecuaciones a mn otro, equivalente. El cum- 
Plimionto delas transformaciones elementales es equivalente a la 
expresión de una incógnita por medio de otras. 

El sistema en el cual los términos independientes b,, ba, +... bn 
son iguales a cero se nombra homogéneo. 


$ 3.2. Teorema de Kronecker—Capelli 
Supongamos que se da un sistema de ecuaciones lineales 
A ITA 
Cass Hantit -H lenTn = bas (10) 


ami + amata + + + E amnTn =m 
Para determinar las condiciones de compatibilidad de este siste- 
ma es necesario introducir el concepto de matriz de un sistema y el 
de matriz ampliada de este último. 
Se llama matriz del sistema (1) la matriz compuesta por los coefi- 
cientes de las incógnitas de esto sistema: 


ün Gig... Lin 


IL Imi Gms -+e Cn l 
Si la columna de los términos independientes se adjunta a la 
matriz A, se obtiene la matriz A que se denomina matriz ampliada 
del sistema (1): 
AN 


dí a ass tal 


Ami Ame ++ Amnbm 
De la definición do la matriz del sistema A y de la matriz am- 
pliada Á se pone claro que sus rangosr (4) y r (4) son iguales entre 
sí o el rango r (A) es en una unidad mayor que el r (4). 
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La cuestión referente a la compatibilidad del sistema (1) se resuel- 
ve con ayuda del teorema de Kronecker—Capelli: un sistema de ecua- 
ciones lineales (1) es compatible si y sólo si el rango de la matriz am- 
pliada Á es igual al de la matriz A, o sea, si r (A) = r (A). 

Ejemplo. Investigar si es compatible o no el siguiente sistema 
de ecuaciones: 


(ao 


A1) Compongamos la matriz del sistema dado y calculemos su 
rango: 


EMBA 7 8 
=| 1 —2 |; r(4)=2, puesto que M4 |i a). 
L4 9. lo 


2) Compongamos la matriz ampliada del sistema 


a a 
=| 1-2 -3]. 
La 9 M1 


Puesto que M¿ 0 y el menor que lo orla 


a. Y 
My=det A=|1 —2 —3|=0 
4 9 u 


(la primera fila es igual a la suma de la segunda, multiplicada por 3, 
y de la tercera), entonces r (4) == 2. Así pues, r (4) =r (4) = 2, 
o sea, el sistema dado es compatible. A 

Corolario 1. Si el sistema (1) es compatible y el rango de la matriz 
del sistema r (A) = r es igual a la cantidad de incógnitas n, entonces 
el sistema tiene una sola solución. 

Corolario 2. Si el sistema (1) es compatible y el rango de la matriz 
del sistema r (A) = r es menor que la cantidad de incógnitas n, el sis- 
tema tiene un conjunto infinito de soluciones. 


$ 3.3. Resolución de los sistemas de n ecuaciones 
lineales con n incógnitas valiéndose de las 
fórmulas de Cramer 


Supongamos que se da un sistema de ecuaciones lineales en el 
cual la cantidad de ecuaciones es igual a la de incógnitas: 
AT HOla +... Hanin =b, 
lyti t god + ++. Hanin = bz (4) 


anti tanata doo yn =bn 
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Gii li Un dy Ly 

dos Qe... Q dy Te 
aA=| es n ml bo] 2 | x=] % 

Ans Aug ++: Ann bn En l 


son la matriz del sistema, la columna de los términos independientes 
y la columna de las incógnitas, respectivamente. Supongamos que 
el determinante del sistema 


a dy lin 
de [1 Sas ->- Osn +0 
Ans ng ann 


Si ahora reemplazamos sucesivamente en el determinante d las 
columnas de los coeficientes de las incógnitas z; (j = 1, 2, ..., n) 
por la columna de los términos independientes b;, obtendremos, res- 
pectivamente, los determinantes 


bi Q ae. Mos Gyn 


Gu Dr... lina lin 


dy =| ası asg ..- Ge, naiba |: 


Teorema de Cramer. Un sistema de n ecuaciones lineales con n 
incógnitas cuyo determinante se distingue del cero es siempre compa- 
tible y tiene una sola solución que se calcula por las fórmulas 


Ey = dild; y = dd; . .. ¡Ln = naald; ža = dnld. (2) 
las fórmulas (2) se llaman fórmulas de Cramer. 
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Ejemplo 1. Resolver. con ayuda de las fórmulas de. Cramer el sis- 
tema de ecuaciones lineales 


zitta +2 =—1, 
[atata —4, 
4t, + 17 + 417= — 2. 
A 1) Calculamos el determinante del sistema 


1 12 1 12 
d=|2 —1 2|=2|2 —1 1/=2(-24+44+24+4-4-4)=8. 
4 14 4 12 


2) Calculamos los determinantes compuestos por los cooficientes 
de las incógnitas £y, Za, Lg: 


1 12 4 141 
d¿=|—4 -1 2| =2|—4 —-4 1|=2(2-2-4-24+1+4+8)=8; 
2 414 = 1 
E 1-12 4 —11 14 —14 
da =|2 —4 2 | =212 —441|=4|2 —4 1|= 
4-24 4-22 2-11 
=4(—4—2—24+8+2+1)=12; 
1 1—1 
d=|2 —1 —4|=(2-16—2-44444)=-—12. 
4 1-2 


3) Utilizando las fórmulas de Cramer (2), hallamos la solución 
del sistema: zı = dild = 6/6 = 1; z, = dyld = 12/6 = 2; x= 
= —12/6 = —2. A 

Ejemplo 2. Resolver con ayuda de las fórmulas de Cramer el sis- 
tema de ecuaciones lineales 

2r — ttrt 3r = 1, 
Tit ma án = ô, 
3r— 4 += 4, 
24—32, +32, =-—5. 

A Hallamos los determinantes d, dı, da, da y da, desarrollándolos 
en menores según los elementos de la última fila y luego aplicando 
la regla de los triángulos: 


e: 114 3 2 1 al 
d= 1 —1 —4|—3j1 -1 —4| + 
A D 1 4 41 O 

1-3 0 3 
2 —2 * 1 
+3|1 1 —1| =(—1):0-3.54+3.0=-—15 
3—41 1 
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(los determinantes primero y tercero son iguales a cero, ya que tienen 
las columnas proporcionales); 


14 1 3 
E EL —i 4 3 —1 41 3 
a=] g 4 4 ala] 1—1 —=4|—3| 6-1 =4|+ 
ERA 0 S = i 4 4 4 4 
8 i 
+3| 6 41 -1|=5.0-3.543-0=-—15; 
4-4 4 
2-4 1 3 t 
P 1 6-1 -4 =4 toS z 4 g 
=le i 4 EE E O EE E E 
es eg 4 4 4 Ad 
QA 4 
F3|1 6 —1|=-—1-5—5-54+3-10=0; 
3 4 4 
Dl S 
1 A mE dd $ sn 3 
dh = j; =-| 4 6 kla 
lat 4 4 4 | 
e 4 4 1 3 4 1 
i -3—5 3 
2—4 3) j2—11 
+5[4 1 —al+sja 16| =4—)5—3-15+5-(—5)+ 
3—1 4 3-14 
+3-10= —45; 
Zue OA Aa iei a 4-4 
1 1-4 6 y 
A: ==| 4-1 6|— 
o dd A a 
1-3 0-5 
24 41 
—5ļ4 1 —4|=(-1)-0-3(-10)-5:0=30. 
3-1 4 


Ahora con ayuda de las fórmulas de Cramer (2) obtenemos la so- 
Jución del sistema: 


zı = diid = (—15)/(—15) = 4; z, = dild = 015) = 0; 
£, = dad = (—45)i(—15) = 3; z, = d,/à = 30/(—15) = —2.4 


Nótese que la resolución de un sistema de ecuaciones lineales 
con ayuda de las fórmulas de Cramer cuesta mucho trabajo. En la 
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práctica tales sistemas suelen resolverse por otros métodos. 


$ 3.4. Resolución de los sistemas arbitrarios 
s de ecuaciones lineales 
ea 


Outat lita 2 in = by, 
luty Hant ... + agn In =bg, 0 


amit amat -.. HamnTn 


bm 


un sistema arbitrario de ecuaciones lineales donde el número m de 
ecuaciones del sistema no es igual al número n do incógnitas 
(m Æ n). 

Supongamos que el sistema (1) es compatible, o sea, r (4) = 
= r (4) =r y r < mín (m, n}. Entonces en las matrices A y A del 
sistema dado hay r filas linealmente independientes y las demás 
m — r filas resultan sus combinaciones lineales. Permutando las 
ecuaciones, se puede alcanzar que cstas r filas linealmente inde- 
pondientes ocupen los primeros r lugares. 

De aquí se desprende que toda de las últimas m — r ecuaciones 
del sistema (1) puede representarse como suma de las primeras r 
ecuaciones (que se llaman linealmente independientes o básicas) toma- 
das con ciertos coeficientes. Entonces el sistema (1) es equivalente 
al siguiente sistema de r ecuaciones con n incógnitas: 


AuTi attit a Fainn =b, 
aTi Haato t ... + agntn = bz, (2) 


A a. FH arnTn 


r 


Supongamos que el menor de r-ésimo orden compuesto por los 
coeficientes de las primeras r incógnitas es distinto del cero: 


o sea, es un menor básico (véase el $ 2.13). En este caso las incógni- 
tas cuyos coeficientes constituyen el menor básico se nombran in- 
cógnitas básicas y las demás n — r incógnitas se llaman indepen- 
dientes, 

En cada una de las ecuaciones del sistema (2) transpongamos al 
segundo miembro todos los términos con incógnitas independientes 
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Lr+w rear - - » Zn- Entonces obtenemos el sistema 


ayti + aata + o A = bi — rr ar 
— lpr tfre — + ++ — Myntn» 
agti + aata H -e FH gr = bg — gr M 
— as r+atr+a — +++ — Genin (3) 


anty F Opa + -H pl = br — arr O 
— ür r+irta — ++ — rnn 


el cual contiene r ecuaciones con r incógnitas básicas. Puesto que el 
determinante del sistema (3) es el menor básico M, = 0, entonces 
el sistema (3) tiene una sola solución respecto a las incógnitas bási- 
CAS Xy, Ty, . » », Z, la cual puede ser hallada con ayuda de las fór- 
mulas de Cramer. Asignado a las incógnitas independientes Z,+1, 
Lpkgr + - +» Un los valores numéricos arbitrarios Lp, = C1, ra = 
== Ca, -e Tn = Cn- Obtenemos la solución general del sistema 
inicial (1). 

Ejemplo. Resolver el sistema de tres ecuaciones con cuatro in- 
cógnitas 


6x, —42, + 4234 32,=3, 9) 
97, — 6T, + 3234 27, =4. 


A Investiguemos si es compatible o no el sistema, Compongamos 
los matricos A y A: 
Y p3-25427 
,¿A=| 6 -4433|. 
9-6324_] 


Determinemos rangos de estas matrices, aplicando las transforma- 
ciones elementales: 

a) las columnas 1 y 2 son proporcionales, suprimimos una de 
ellas (la segunda); 

b) multipliquemos la primera columna por 1/3; 

c) multipliquemos la primera columna sucesivamente por (—5) 
y por (—4) y adicionemos lo obtenido a las columnas 2 y 3, respec- 
tivamente; 

d) on la matriz obtenida dos columnas (2 y 3) son proporciona- 
les; eliminemos una de ellas (la tercora) y multipliquemos la se- 
gunda por —1/6; 

e) multipliquemos la primera fila sucesivamente por (—2) y 
por (—3) y adicionemos el resultado a las filas 2 y 3, respectiva- 
mente; 

f) multipliquemos la segunda fila por (—2), adicionemos el re- 
sultado a la tercera y eliminemos la fila nula obtenida. 
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actores 


Tenemos 


3-25 47 7354 154 
a=| 6 —4 43 | 3 HORI 
3—63 37 [932 17 L332_ 
H p C Pa 07 KM 0 
92 -6-5[a9| 21 [004 plo 4) 
_3 —12 —10 BAF LE” 


Es evidente que el rango de la última matriz es igual a 2: r (4) = 2. 
Transformemos de un modo análogo la matriz £: 


“325427 [3542] P15427 
A= o adas |. 0433 |. 2433 |. 
_9-6324 9324] |3324] 
m e a T a E a 
~| 2 -6 =5—4 |~] 2-1 j~] 0—1 |- 
_3 —12 —10 —2 | | 3—2] Lo ~2 


Pio mo 
p -[ 1. 
Loo 01 


Por lo tanto, r (4) = 2. 

Ahora bien, r (4) = r (4) = 2, o sea, el sistema dado es com- 
patible. 

Puesto que el rango del sistema es igual a 2, el ordon máximo del 
menor distinto del cero es igual a 2 y el sistema tiene dos incógnitas 
básicas. Determinemos cualquier menor de segundo orden distinto 
del cero. Tal, por ejemplo, es el menor My =|; sl Æ 0 formado 
por los coeficientes de las incógnitas xy y x4. Por consiguiente, las 
incógnitas £ y 2, pueden considerarse básicas, y las incógnitas 2, y 
£}, independientes. 

El sistema (*) es equivalente al siguiente: 

[edi ii 
62, — åte -H 4T +37, = 3. en 


“Iransponemos las incógnitas independientes al segundo miembro: 


pa 4r, =2— 8t, +22, 
Az, -H 3T, = 3 — bT, + 42). 


(+*+) 
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Resolvemos el sistema (3) con ayuda de las fórmulas de Cramer: 
54 
azl; ¿|=15-16= 1; 


2— 32, + 2%) 4 
e ai ¿[=2 (032 +22)4060 + 429) = 
= — 6 + 15x, — 102); 
5 2— 3r + 2r 
4 3—62, +47 [586% +42) 
—4(2— 3x1 + 217) = 7 — 182, + 127); 
2 = dJd=6—15x, +10%,, T, =d/d= —7 +182 — 122%. 


a= 


La solución obtenida en la cual las incógnitas básicas z, y æ, están 
expresadas por medio de las z, y z, independientes es la solución 
general del sistema (*). Sustituyendo en ésta los valores arbitrarios 
para las incógnitas independientes, obtenemos distintas soluciones 
particulares. Por ejemplo, si zı = 0, 7, = 0, entonces £} = 6, x= 
= =T; si 2, = 1, 2, = 2, entonces z, = 11, z, = 13, ote. Las co- 
lecciones de los números (0, 0, 6, —7), (1, 2, 11, 13), ete. son solu- 
ciones particnlares del sistoma (*). A 


$ 3.5. Sistema homogéneo de ecuaciones lineales 


Supongamos que se dé un sistema homogéneo de m ecuaciones 
lineales con n incógnitas 


ar, + yal ++ + F antn 0, 
Ay ly + aata +H - > + + gn = 0, 
amiT + amata E + + + dmnn =0- 


Puesto que la adición de la columna de ceros no cambia el rango de 
la matriz del sistema, enlonces, en virtud del teorema de Krone- 
cker—Capelli, este sistema es siempre compatible y tiene, por lo 
menos, la solución nula (2, = t, = ... =%, = 0). Si el delermi- 
nante del sistema (1) es distinto del cero y la cantidad de ecuaciones 
del sistema es igual a la cantidad de incógnitas, entonces según el 
teorema de Cramer la solución nula es la única. 

En el caso en que el rango de la matriz del sistema (1) es menor que 
el número de incógnitas, o sea, r (4) < n, el sistema dado tendrá, 
además de la solución mula, también soluciones no nulas. Para encon- 
trar estas soluciones en ol sistema (1) separamos r ecuaciones lineal- 
mente independientes y suprimimos las demás. En el primer miembro 
de las ecuaciones separadas dejamos r incógnitas básicas y transpo- 
nemos las demás n — rincógnitas independientes al segundo miem- 
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bro. Entonces llegamos al sistema 


A -+ F aTr = 

= — rttr — Optra — > + + — Minns 
anty F latg H + F lr = 

= — g r+trir — Marta la — -o ans f (2) 
Anty F Arata H... lart, = 

= — lr, rtrt M Oprá paa + ns 


resolviendo el cual, expresamos según las formulas de Cramer, r in- 
cógnitas básicas Xy, Za, - - ., Y, por medio de n — r incógnilas inde- 
pendientes Zprp rss +» Zne 

El sistema (1) tienc un conjunto infinito de soluciones. Entre 
este conjunto hay soluciones que son linealmente independientes 
entre sí. 

So llama sitema fundamental de soluciones a n ~- r soluciones li- 
nealmente independientes de un sistema homogéneo de ecuaciones. 

Ejemplo. Se da un sistema homogéneo de ecuaciones 


22, — 4t, +52; +3x,=0, 
3r, — 6T, -+ 4x, +2x,=0, 
41, — 8t, + 172, +11x,=0 


Tallar su solución general y el sistema fundamental de soluciones. 

A 1) Aquí la cantidad de incógnitas n = 4, la cantidad de ecua- 
ciones m = 3. Calculemos el rango de la matriz del sistema, ulili- 
zando las transformaciones lineales: 

a) suprimimos la segunda columna, ya que es proporcional a la 
primera; 

b) multipliquemos primero la tercera columna por (—2) y adi- 
cionemos lo obtenido a la segunda; luego multipliquemos la tercera 
columna por (—3) y sumemos el resultado con la primera multipli- 
cada por 2; 

e) suprimimos la primera columna, ya que es proporcional a la 
segunda; 

d) multipliquemos por 3 la primera columna y adicionémosla a 
la segunda; 

e) multipliquemos la primera fila por 5 y adicionémosla a la 
cuarta; 

f) suprimimos la tercera fila y dividimos la primera fila por 
(41) y la segunda por 2. 


Tenemos 
724 5 37 mE s 87 -5—1 3 

A~ 3-64 2 | a)|3 42|% 0 02] 9 
24-817 1 |7 |_417 14 | | —25 —5 11 ] 
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Pal S Fai 107 =<4 -07 10 
~| 0219 o 2l09 o 21p la il 
|< HL oa 417 L 9-41%+ 


Puesto que r (A) = 2, o sea, r < mín fm, n}, el sistema dado 
Ene el Estena fundamental de soluciones cuya cantidad es n — 2 = 
=4-2=2 

2) Vamos a buscar la solución general del sistema. Determinemos 
el menor básico, o sea, el menor desegundo orden distinto del cero. 
De tal menor sirve, por ejemplo, el menor compuesto por los cocfi- 
cientes de las z, y z, en las ecuaciones primera y segunda del sis- 


tema: M, = 4 z] = 20. Dejando las incógnitas básicas xj 
y x, en el primer miembro y transponiendo las incógnitas indepen- 
dientes zı y zz al segundo miembro, llegamos al sistema 
( 5z + 32, = —2z, + 4%, 
áz; + 21, = —32, + Ba. 
Su solución, hallada con ayuda de las fórmulas de Cramer, tiene la 


forma 

2 = —2,51, + 52y, 

Z, = 3,5%, — Tap 

3) Para obtener el sistema fundamental de soluciones hace falta 

hallar cualesquiera dos soluciones linealmente independientes dol 
sistema dado (ya quen -—- r = 2). Suponiendo primero x, = 1, t, = 
= 0, tenemos z, = —2,5, z, = 3,5; suponiendo luego z, = 0, z, = 
= 1, obtenemos z, = 5, z4 = —7. Ahora bien, el sistema funda- 
mental de soluciones tiene la forma 


0 0 
y Ay 
Bellos palos 
3,5 =7 


y la solución general R =c,R, + c,Ra, donde c, y c, son los nú- 
meros arbitrarios. 

Asignando a c, y c, distintos valores, se puede obtener toda solu- 
ción del sistema dado. 

Sea, por ejemplo, zx, = 1, £ = 2, entonces T= —2,5:1 + 
+ 5-2 = 7,5, z, = 3,5:1 — 7-2 = —10,5. La solución particular 
obtenida 


— 10,5 


es una combinación lineal de soluciones que forman el sistema fun- 
damental para c, = 1, c, = 2; R=R,+2R,.4 
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$ 3.6. Resolución de un sistema de ecuaciones lineales 
con ayuda del método de eliminación sucesiva 
de las incógnitas (por el método de Gauss) 

El método más difundido de resolución de los sistemas de ecua- 
ciones lineales es el de eliminación sucesiva de las incógnitas 
(método de Gauss). 

Consideremos este método citando un ejemplo del sistema de 
cuatro ecuaciones con cuatro incógnitas. Supongamos que se da el 
sistema 

Qs T4 + Q19T9 F 1334-0474 = ligy 
Qs Ti + Agga F lgaTg o T, = las, 
a42, + asata + lyts H agt, = ga 
Oiga -H Oya + Ogg Hg = lyg, 

Vamos a oliminar la incógnita z, de todas las ecuaciones del sis- 
tema (1), menos de la primera. Llamemos 2, incógnita guía y coefi- 
ciente dy, el coeficiente guía. Dividiendo la primera ecuación por ay 
(esto es posible si aj, 5 0), obtenemos 


a) 


12 2s Us a E 
akaa E Ea Aaa 
Designemos a/an = bin 2/0, = By: dalan = biy, slan = bys 
y en general bi; = @j/an (j > 1). Entonces la ecuación en cuestión 
tendrá la forma 
o bien Ly + biota + bista + bita = bis (2) 
Ey = bis — biota — brata — brata 
Para eliminar la incógnita z, de las ecuaciones del sistema (1) 
realicemos las transformaciones siguientes. 
1) De la segunda ecuación del sistema (1) sustrayamos la ecua- 
ción (2) multiplicada por ayy: 
Qar F Ugo la + ag Ta $ Agly = lrs 
— ant, — arbata — abistas — anbi = Cord 
(asy— anba) Zat (07—021D1 9) TyF (024 — 423011) La = (495091015) 
Designemos 


aai =at 
arg — nbis = ahi gg — Anbis = h> 
Gag — anbig = asg: Gos — nbis = afs 
y reescribiremos la ecuación obtenida en la forma 
07229 40779 H AST = A. 
2) Do la tercera ecuación del sistema (1) sustrayamos la ecuación 
(2) multiplicada por ag: 
Qy, E Aata -H asss + aat, = lss 
— tuti — lgbt — labis — ambits = —Q das 
(Q39— asbia) To + (asa— Gsibrs) Tyt (asr 2g1b14) Ta = Gss — Ggbis 
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igna S, 5 
peatgng: Lg — aybi = as Ug3 — 230,5 = 4%, cte., escribanos 
a ecuación obtenida en la forma 
0, L 
aata + ligtas + agita = ag. 
a 3) De la cuarta ecuación del sistema (1) sustrayamos la ecuación 
(2) multiplicada por 44. Utilizando las designacionos análogas, obte- 
nemos la ecuación siguiente: 
y 2, 
AssTr + agsta + agita = agp. 
Como resultado de las transformaciones elementales realizadas 
lenemos un sistema de tres ecuaciones con Lres incógnitas 
ae, + air, + ais = a, 
D., ú D, 
Aito $ Agata F Agata = A (10) 
i , 
aiita + ales + az, = ale, 
donde los coeficientes ai; (i, j > 2) se calculan por la fórmula af? = 
= ij — anb (por ejemplo, a = dy, — 421010). 

Dividiendo luego los coeficientes de la primera ecuación del sis- 
tema (1') por el coeficiente guía a$ s 0, obtenemos la primera 
ecuación en la forma 

4 D t 
aby aba a 


at o T A 
aye aye abg 


Designemos 


aH — hh afa = bt, go — ya 
aglas = biyi ala Di aid = VR 


y en general a$}/a43 — bY} (j > 2). Entonces la primera ecuación 
del sistema (1% tendrá la forma 

Ea + Ota + Vieta = bs (2) 
o bien 


dy = Diz — Oats — DT 

Eliminando ahora z, de todas las ecuaciones del sistema (1'), 

salvo la primera, haciendo uso del mismo método que hemos utili- 

zado para eliminar z, llegamos al siguiente sistema de dos ecuacio- 

pes con dos incógnitas: 

[ Sat am a, , 

aata H Aata = Aio (15 

donde a$? = af} — até 0% (i, j > 3). Por ejemplo, ay, = as — aab: 

Dividiendo los coeficientes de la primera ecuación del sistema (1”) 
por el coeficiente guía an 240 , obtenemos 


Ea + brata = O 2’) 
donde b$ = afila (f > 3), o sea, 


(D o, 
Ta = Die — bata 
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Eliminando ahora zs del sistema (1”), al utilizar el método aná- 
logo, hallamos 


Aza = Ci, (1”) 
donde af = a — aoh (i, j > 4). De aquí 
T, = ailan- 2”) 


Las demás incógnitas del sistema se obtienen sucesivamente de las 
ecuaciones (2”), (2) y (2): 
zi = b8 — Bla 
Ta = Diz — bieta — Dista, 
T, = Dig — DraLa — bista — biote- 


Ahora bien, el proceso de resolución de un sistema de ecuaciones 
lineales con ayuda del método de Gauss se reduce a la construcción 
de un sistema equivalente de ecuaciones (2), (2), (2°), (2”). El mé- 
todo de Gauss es aplicablo a condición do que todos los coeficientes 
guía sean distintos del cero. 

Para la comodidad los cálculos se llevan a cabo según el esquema 
llamado esquema de división única, El cálculo de los elementos by, 
so llama paso directo, y el cálculo de los valores de las incógnitas se 
denomina paso invertido, ya que primeramente se determina el valor 
de la última incógnita. 

El esquema de división única (esquema de Gauss) se hace del 
modo siguiente. 

En la parte I del esquema (véase la tabla 3.1) se escriben los 
coeficientes de las incógnitas (en las columnas de las incógnitas res- 
pectivas), los términos independientes y para cada fila «las sumas de 
control» (columna 2 a) iguales a la suma de los elementos a;, en la 
fila dada (aquí ¿ = 1, 2,3, 4; j = 1, 2, 3, 4, 5); la última fila de la 
parte I, compuesta por í y por los elementos b;;, se obtiene dividien- 
do la primera fila de la parte por el coeficiente guía a4- 

Los elementos de la parte 11 del esquema son iguales a los ele- 
mentos correspondientes de la parte 1 menos el producto a;by, (i, 
jœ 2); por ejemplo, af” = 433 — Ggrbyz- La última fila de la par- 
te II, compuesta por 1 y por los elementos b$}, se obtiene dividiendo 
la primera fila de la parte por el coeficiente guía af. 

Análogamente se calculan los elementos de las partes III y IV 
del esquema. Las partes I, II, III y FV, que se terminan con el cálculo 
de los elementos Aya (i= 1, 2, 3, 4; j=2,3,4, 5), consti- 
tuyen el paso directo de los cálculos del esquema. 

El paso invertido comienza con el cálculo de la última incógnita 
del sistema de ecuaciones lineales z, y termina con el cálculo de la 
primera incógnita zı. Durante el paso invertido se utilizan sólo las 
filas del paso directo que contienen las unidades y los elementos 
correspondientes b;; (llamemos estas filas «marcadas»). 

El elemento bi de la última fila «marcada» y de la columna de 
los términos independientes da el valor z4. Luego, las demás incóg- 
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| Términos independientes 


x 
kaki 
a 
Lam, A ars ay 15 
las 
an azs das aas 
an asa ‘33 3 Pa 
a O Usa Uas 
a 13 Ay A 
=| pp = b= bu= u= 
mi a, än 
an ELi 
, A D = ags — abis 
Las? | a agg las 
agh ae 234 t33 — Adra 
Y 3 
(i) (1) a Gt 
aih a43 as g = lag — iy 
41) 
pa ay y m_ “5 
kl 3 ma ma 
pa 9 = bh 
li | 25D 
ay 022 
E Da Da 
La | as a a — ayy OSY 
2 1 DAD 
4? al ay alpo 


4, (8) 
=A PE 
KY Eo 

E) 

' n= 


a=b Dolie, 


24 =D) —Deilzy 02 
24 = yy —ya24 — biss — 


— bista 


Tabla 3.1 


Partes 
%4 E del es- 
emma] 
amant ant astata 
aait oat at at es 
asza- as Gas 
YES Ie i 
te Br0=1+dr9 bra Fra dis 


afi} =033—azidys 


O O 


ag) =420— abre a ao apo 
asi = 03903116 ia + Ya ao m 
9 
a! 
at x Dgo = 10D +090 +09) 
122 
a) a a O] 
e = af — AI =D 
mu 


2) 
Y 36 
38 ==1 

33 


(3 
E 
ri 
a 
z= 
Emig- 


A O AE A 


Z= be — buti — bit — 


brara 


h=1+x 
ij=1+2 
Za=14 z; 
a=1i+z 


Paso directo 


Paso directo 


gu 


nitas £3, Ta Y zı se hallan sustrayendo del término independiente de 
la fila «marcada» la suma de los productos de sus coeficientes por 
los valores correspondientes de las incógnitas antes encontradas; por 
ejemplo, xy = Diz — bfa Ta- 

Los valores de las incógnitas se ponen sucesivamente en la`parte V. 
Las unidades allí colocadas ayudan a encontrar para z; los coeficien- 
tes respectivos en las filas «marcadas». 

Para controlar los cálculos se utilizan las así llamadas sumas de 
control: 


5 
a= 2 au (i=1, 2, 3, 4) 
ja 


5 
bie= 2 byti =i 23, 2 
£ 


colocadas en la columna 2z. 

En la columna 2, de las partes 11, III, y IV en cada fila se hacen 
con las sumas de control las mismas operaciones que con los demás 
elementos de esta fila. Si no hay errores en los cálculos los elementos 
de las columnas E, y 2, son iguales. Ahora bien, se controla el paso 
directo del esquema. + 

Para controlar el paso invertido z, se halla en la última fila 
«marcada» de la columna 2,, o sea, 7, = Diz y las demás incógnitas 
de esta columna zy (j = 3, 2, 1) se calculan en las mismas filas y 
con ayuda de las mismas fórmulas que las incógnitas zj, con una sola 
particularidad de que en las fórmulas se sustituyen las Z; correspon- 
dientes. En resumidas cuentas los números z; deben coincidir con los 
números z; + 1 de la columna E. 

Ejemplo 1. Con ayuda del esquema de división única resolver el 
sistema de ecuaciones 

211424 —2% 4% =4, 
4x1 + 3%¿— T+ 22, =$, 
8x1, + 52a- 3T, +42, =12, 
31, +31, — 2r, +27, =6. 

A En la parte I de la tabla 3.2 escribimos la matriz del sistema, 
sus términos independientes y las sumas de control. Luego calcula- 
mos la fila «marcada» de esta parte dividiendo la primera fila por 
41, = 2. Por ojemplo, bjs = 414/41, = 2/2 = 1 

Calculamos los elementos de la parte II con ayuda de la regla 
siguiente: cada elemento de esta parte es igual al elemento corros- 
pondiente de la parte I menos el producto del primer elemento de 
su fila por el elemento de la fila «marcada» en su columna. Escribimos 
al resultado obtenido en el lugar respectivo de la parte II. Por ejem- 
plo: 

AS) = Ags — Gnbis = —1 — 4 (0,5) = 1, 
alo = ass — sbi 3 — 8 (—0,5) = 1. 
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Tabla 3.2 


Términos Partes det 
pa | a ü | sa | independien- x4 22 | esquema 


1 2 =1 


Obtenemos los elementos de la fila «marcada» de la parte II dividien- 
do su primera fila por el coeficiente guía al? = —4. Por ejemplo, 


UY = agla = 1 (A) = —1. 


Análogamente se calculan los elementos de las partes 111 y IV. Por 
ejemplo: 


a® = a? — a20 = 2 — 3-0,5 = 0,5, 
aR = aR — ago? = 0 — (—0,5 (—1) = —0,5. 

Para calcular los elementos de la parte V, o sea, para hallar las 
incógnitas utilizamos las filas «marcadas» comenzando con la última. 

La incógnita z, no es sino el término independiente de la última 
fila «marcada»: z, = b} = 1 y las demás incógnitas 27, £} y 4, se 
obtienen sucesivamente sustrayendo de los términos independientes 
de las filas «marcadas» la suma de los productos de los coeficientes 
correspondientes bj7* por los valores antes hallados de las incógni- 
tas. 
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El control se Heva a cabo con ayuda de las columnas 3, y YE». 
Con la columna £, so realizan las mismas operaciones que con las 
demás columnas (véanse las tablas 3.1 y 3.2) y en resumen la suma 
de los elementos de cada fila del esquema (sin la columna X,) debe 
ser igual al elemento de esta fila tomado de la columna Y,. Los nú- 
meros z; de la columna 2, han de ser iguales a los números 1 + z; 
de la columna E). 

Como resultado obtenemos z, ¿IE A E. s —l,.2, 
= —l. á 

Ejemplo 2. Con ayuda del esquema de división única resolver el 
siguiente sistema con precisión hasta 0,0001: 


0,63x, + 1,002, + 0.71234 0,342, = 2,08, 
1,177, +0,187,—0,65z,+0,71x,=0,17, 
2,712, — 0,752; +1,177—2,35x, =1,28, 
3,582, + 0,287, —3,451, — 1,18%, = 0,05. 


A La resolución del sistema se da en la tabla 3.3. La respuesta 
final: z, = 0,4026, z, = 1,5016, z, = 0,5862, x, = —0,2678. A 

Si los valores aproximados de las incógnitas, obtenidos con ayuda 
del esquema de Gauss, son suficientemente exactos, o sea, sus Co- 
rrecciones son pequeñas en valor absoluto, se puede no realizar una 
precisión. 

En caso de necesidad «le precisar los valores aproximados de las 
incógnitas se procede del modo siguiente: 

1) para cada ecuación del sistema se calculan las discrepancias, 
o sea, las diferencias entre los miembros segundo y primero del sis- 
tema las cuales se obtienen después de sustituir en las ecuaciones 
los valores aproximados de las incógnitas; si los valores aproxima- 
dos de las incógnitas se designan con 2%, s, ..., 20, las discre- 
pancias COn €1, €z, --., En y los términos independientes con 
Bi, Day -. ., On, entonces 

$ 0) 
a=4-2 aya”, 

p= 


n 
<0) 
e2=b:— 2 agp, 


a 
w. 
En=bn =A, Anja; 
fa 


2) se escriben las discrepancias e; (i = 1, 2, ..., n) en una co- 
lumna especial del esquema de Gauss (es) y se realizan con ellas las 
mismas operaciones que con otras columnas del esquema; 

3) considerando la columna e como columna de los términos in- 
dependientes, se obtienen las correcciones 6, de las incógnitas; 
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Tabla 3.3 


marae] | 
kii xa pendientes 
705 | 1,00 
1,17 | 0,18 4,58 
2,74 |—0.75 2,06 
8,58 | 0,24 0,79 
1 | 7,555 
—7,2593 7,2508 
—7, 6684 —18,4141 -18,4141 
-14,7742 —27,8370  |—27,8370 
1 | 1,4r402[-o,04T80| 2,20259 | 432920 | 4,32926 
Al 3,45644 3,45212 | 3,45242 
—1,06105| 0,28027 —4,14946 |—4,14946 
E 0,85438 | 0,85332 | 0,85382 
| sam | —3,24404 |-3,24404 
| E -0,26185 | 0,7825 | 0,73215 
4. |=,=-—0,26785| 31=0,73215 | 0,73215 
1 2=0,58625 | 24=1,58025 1,58625 
1 ro=1,50164 | 7¿=2,50164 | 2,50104 
1 zy=0,40257 | zy=4,40257 | 1,40257 


4) se hallan los valores precisados de las incógnitas, adicionando 
a los valores aproximados de las incógnitas x las correcciones 
correspondientes ôç: 
ti =40 + Ôr Te = IP + Ôn oo i En = 2% + n 


Ejemplo 3. Haciendo uso del método de Gauss, resolver con tres 
cifras decimales el sistoma 


7,092, + 1,177, — 2,232; = — 4,75, 
0,432; + 1,42, — 0,622; = — 1,05, 
3,217, — 4,252, + 2,132; = 5,06 
y pieci los valores aproximados obtenidos de las incógnitas has- 
ta 10% 
A Con ayuda del esquema de Gauss calculamos zP”, 2” y sp 
con tres cifras significativas (tabla 3.4). 
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Tabla 3.4 


Términos 
x | xa | xa independien- z 2 
tes 
{7,09| 1,17 -2,23 —4,75 1,28 0,00097 
0,43 1,4 —0,62 —1,05 0,16 0,00087 
3,21 4,2 2,13 5,06 6,15 —0,00293 


1 0,1650 | —oss| -0,6700 | 0,1805 0,00014 


maj —0,4847 | —0,7619 | 0,0824 0,00081 

—4,7796 3,1395 7,2407 | 5,5708 | —0,003%0 

| 1 | —0,3647 | —0,5733 | 0,0620 0,00064 

| E 11,3% j 4,4705 | 5,8669 | —0,00048 

| [3,2005 | 4,2045 | —0,00085 

4 3,2015 | 4,2015 | —0,00035 

1 0,5943 | 1,5943 0, 00048 

1 0,2388 | 1,2388 —0,0005 


Ahora bien, z® = 0,239, 2% = 0,594, z® = 3,202. 
ô 
Para hallar la corrección ô = El es necesario resolver el siste- 
ma dado con la misma matriz š 
7,09 1,17 —2,23 7 
0,43 1,4 —0,62 
3,24 —4,25 2,13 _| 
y con nuevos términos independientes e; (discrepancias) que se cal- 
culan del modo siguiente. 
1. Calculemos las discrepancias para lo cual sustituimos en las 
ecuaciones del sistema dado los valores do 2%, 2%”, zt” 
7,09 -0,239 + 1,17 -0,594 — 2,23-3,202 = —4,75097; 
0,43 -0,239 + 1,4-0,594 — 0,62-3,202 = —1,05087; 
3,21 -0,239 — 4,25 -0,594 — 2,13-3,202 = 5,06295. 
Las discrepancias son, respectivamente, iguales a 


€, = —4,75 — (—4,75097) = 0,00097; 
€, = —1,05 — (—1,05087) = 0,00087; 
es = 5,06 — 5,06295 = —0,00295. 


[j 
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2. Resolvemos el sistema dado, haciendo uso del esquema de 
Gauss, con términos independientes e,= 0,00097, e,= 0,00087, ez = 
= 0,00295. Con exactitud hasta 10”* obtenemos los valores respecti- 


vos de las correcciones ô, 0,0004; 8, = 0,0005; da 0,0001. 
Ahora precisemos las incógnitas: 
z, = 2” + ô = 0,239 — 0,0004 = 0,2386; 


Za = 2 + 6, = 0,594 + 0,0005 = 0,5945; 
z4 =P + $, = 3,202 — 0,0001 = 3,2049. A 


$ 3.7. Cálculo de Jos determinantes con ayuda 
del esquema de Ganss 


El método de Gauss puede ser utilizado al calcular los determi- 
pantes: 


Qu lg -.. lin 


Grn 


De n-i 
= anaba... aS”, 


Ani Gng »»» Ann 


donde ay, 7, A, 


+. ., ana” son los elementos guía del esquema 
de división única. 


Tabla 8.5 
Columnas 
2 Za 
1 | 2 | 3 4 
EN 1 2 3 7 
3 4 -1 2 1 
2 3 1 4 3 
4 2 3 1 5 
4 s | 2 3 7 7 
3 pe -íi -22 -22 
1 -5 A 41 =i 
1 1 4 2 +4 
' 1 7/4 11/4 22/4 22/4 
—39/4 —06/4 —66/4 
—27/4 --30/4 —30/4 
| 1 13/9 | 22/9 | 22/9 
| 773] | 47,3 4713 


121 


Ejemplo 1. Con ayuda del esquema de división única calcular el 
determinante 


E 
3 —1 —1 —2 
alo Bel Aj 
1 2 3-1 


A La resolución se da en la tabla 3.5. Ahora bien, d = 1+ (-4) x 
X (—27/4) -(-17/3) = —153. A 

Ejemplo 2. Con ayuda del esquema de división única calcular el 
determinante, con exactitud hasta 0,001, 


1,00 0,42 0,54 0,66 
0,42 1,00 0,32 0,44 
0,54 0,32 1,00 0,22 [7 
0,66 0,44 0,22 1,00 


A La solución se da en la tabla 3.6. Finalmente tenemos d = 


d= 


= 1 -0,8236 -0,6978 -0,4979 = 0,286. 4 
Tabla 3.6 
Columnas 
La 
1 2 3 | 
ía 0,42 0,54 0,86 2.62 
0,42 1,00 0.32 0,44 2,48 
0,54 0,32 1,00 9,22 2,08 
0,06 0,44 0,22 2,32 
1 0,42 0,54 | | 2,62 
Pa. O A E A A 
[0,8235] 0,0932 0,1628 | 1,0796 1,0796 
0,0932 0,7084 0,1364 | 0,6652 0,6652 
0,4628 | —0/1364 0,5844 | 0,5908 0,5908 
4 0,1135 0,1973 | 14,3108 1,3108 
[059781 | —o.1568 | 0,5430 0.5430 
0,1549 0,5323 | 0,3774 0,8774 
4 | —0,2249 | 0,7782 0,7781 
| 10.97] | 0,4979 0,4979 
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$ 3.8. Inversión de una matriz con ayuda del esquema de Gauss 


Supongamos que se da la matriz regular A = lay (i, j} = 
=1,2, ..., n). Para hallar la matriz inversa A~! = [z;;] se utili- 
za la relación fundamental AA”! = E, donde £ es la matriz unidad 
de n-ésimo orden. 

Así, para la matriz de cuarto orden, multiplicando 


A Miz lig Oy Ta Ziz Tig Tu 1000 
EN ln Ons n Tot Tog Tog Te | 10100 

Qs lg lg lg Ty Ty ly Ta 0010p 

lis Giz laz Ga ar Tag Tag Tyr 00014 


obtenemos 4 sistemas de ecuaciones respecto a 416 incógnitas 
zy (i j = 1, 2, 3, 4 
En el caso general tienen lugar las relaciones 


n 
PT (t, j=14, 2, .... n), 
donde 
6 1 para i=j, 
UZ lO para ij; 
6,, se llama símbolo de Kronecker. 
Los n sistemas obtenidos de ecuaciones lineales para j = 1, 2, ... 
.., n tienen una misma matriz A y distintos términos indepen- 
dientes que forman la matriz unidad. Por eso estos sistemas pueden 
ser resueltos con ayuda del esquema de Gauss. 
Las soluciones de x;; halladas con ayuda del esquema de di 
sión única során precisamente los elementos de la matriz inversa A~}. 
Ejemplo 1. Invertir con ayuda del esquema de Gauss la matriz 


zi- 


10 42 
142 31 
A=] ¿0-21 
02 12 


A La resolución se da en la tabla 3.7. 
Ahora bien, 
0 1/3 1/3 —1/3 
sl —1/2 1/6 1/6 1/3 
y 1415 TAS 1/15 TAS 
2/5 —1/5 —4/5 2/5 
Ejemplo 2. Invertir la matriz 
1,00 0,47 —0,11 0,55 
0,42 1,00 0,35 0,17 
—0,25 0,67 1,00 0,36 
0,54 —0,32 —0,74 1,00 


A= 
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| 3 | -7 E -i 0 41 -5 |-5 


1| wj] o |-us o laee | 16/6 

1| ES -1/2 1 3 | 3 

a |2] -25 | -us | 25 | os | 6s 

1d | -2/5 | -1/5 2/5 | 65 | 0/5 
1 4| maj m5 | -7/5 | 1945 | 49/15 

1 2] 1/8 1/8 1/3 | 716 | 76 

1 0 1/3 13 | 13 | 4/3 | 4/3 


con ayuda del esquema de Gauss; llevar a cabo todos los cálculos 
con cuatro cifras decimales. Redondear la respuesta hasta cifras 
decimales 

A La resolución se da en la tabla 3.8. 

Por consiguiente, 


1,9759 — 1,2017 —0,0120 —0,8781 
—1,2883 — 2,1003 —0,4869 — 0,5268 
1,4924 —1,7239 1,0873 —0,9189 
—0,3750 0,0453 0,6553 0,9626 
1,976 —1,202 --0,012 —0,878 
—1,288 2,100 —0,487 — 0,527 
1,492 —1,724 1,087 —09M9| A 
—0,375 0,045 0,655 0,963 


ai= 


x 
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Tabla 3.8 


i=t 


103025] 0,3962 0,0510 0,4200 
0,7875 0,9725 0,4975 0,2500 
0.5738 0,6806 0,7030 0.5400 
Toa | 0,4886 0,0760 | 0,5233 
10:3358] 0,5573 0,6624 

0,3974 0,6594 -0,8403 

[ | 1 0,9546 | 1,1344 


1 zu = —0,3750 
A 1 am= 1,49% 
1 za =—1,2889 
1 zu= 1,0759 
0 0 0 2,91 
1 0 0 2,94 
0 1 0 2,78 
0 0 4 1,48 
o | 0 | 0 2,9% | 2,9 
1 0 0 4,7178 1,7478 
0 1 0 3,5075 3.5075 
0 0 4 —0:094 | —0,0%4 
PENS EO PEO Ps S 
1,2460 | 0 | o 2,1403 | 2,1403 
—0,9812 4 0 4,8220 1,8220 
0,7450 0 i 1,4367 4,1367 
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Continuación de la tabla 3.8 


j=? | j=3 | i=4 | 2 Za 
-4,6807 | amna | 0 | 34209 | 3,120 
ooa | os807 | 4 | 2370 | 2,370 
0,0458 | 0,6553 | 0,928 | 22882 | 2,2882 
0,0453 | z= 0,0553| s= 0,9626] 2,2882 2,2882 
—4,7239| z=  1,0873| zs,=—0,9189] 0,9300 0,9366 
2,1003 | z23= —0,4869 | x2,= 0,5268] 1,8519 4,8519 

Zis = — 1,2017] z13= — 0,0120 | 23, —0,8781] 0,8841 0,8841 


$ 3.9, Método de elementos principales 


Supongamos que se da un sistema de n ecuaciones lineales con » 
incógnitas: 


UY F Org +... + gtg + a = + 
anti + gol + + + gg +... + nn = Grant 
AR E E I q Aa (1) 
amti + apta +... + Ugg + Crta = Ap nio 
anti + antz + ... + angl + +++ + na = Cn 
Compongamos la matriz ampliada del sistema (1): 
Qly +++ gq +++ QGnlin + 
A Qgilgaloz +. + Arq -> - Conan 
a A O . 
Qpill pal py [aval + Corp + 
A Unrlnalas «++ Ang -+ - Annn, n+ | 


Elijamos un elemento no nulo ap, de la matriz £ el cual sea máximo 
en módulo y noforme parte de la columna de los términos indepen- 
dientes. Este elemento se lama principal. Luego calculemos los 


factores m; = —a¡g/ap, para todas las filas con números i Æ p (la 
p-ésima fila que contiene el elemento principal se denomina princi- 
pal). 


Luego adicionemos a cada ¿-ésima fila no principal la fila prin- 
cipal multiplicada por el factor m; correspondiente para esta fila. 
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Por ejemplo: 


D 19 

iy = 4 — ln A 
p apg 

aD “ng 


n2 = Ano — üp EA , ete. 


Como resultado obtenemos una nueva matriz en la cual todos los 
elementos de la q-ésima columna, salvo apq, se componen de ceros: 


e 
0 =0, 

A 
29 — A pg aa A 
ang — âp g =0. 


Suprimiendo esta columna y la p-ésima fila principal, obtenemos 
una nueva matriz BW) en la cual el número de filas y columnas es en 
una unidad menor. Repetimos las mismas operaciones con la matriz 
BW) después de lo cual obtenemos la matriz B, etc. 

Ahora bien, vamos a construir la sucesión de las matrices 
As BD, B®, ..., BUD la última de las cuales es una matriz fila 
(fila principal) de dos términos. Para determinar las incógnitas z; 
o en el sistema todas las filas principales comenzando con la 
última. 

El método expuesto de resolución de un sistema de ecuaciones li- 
neales con n incógnitas se denomina método de elementos principa- 
les. La condición indispensable de su aplicación consiste en que 
det A 0. 

Ejemplo 1. Haciendo uso del método de elementos principales 
resolver el sistema 


32, +2, +29=5, 
2r, +57. +23=-—3, 
2 +2+32%3=11. 


A 1) Componemos la matriz ampliada A del sistema dado, ha- 
lamos el elemento principal y calculamos el factor my: 


32 4 5 
A=|2l5]1 = f; 
2 41 3 11 
dz, = 5 es elemento principal; m, = —2/5; my = —1/5. 
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1 
a) 


NIE 
Mesta, 
ea 2h, or to 
W= 11+ +=*; 
115 3/5 314/5 
po] es [m mA an| 
Aquí bi? = 44/5 es el elemento principal; = —1/14, 


3) Hallamos B®. Tenemos 


B® = [13/7 26/7). 
4) Utilizando las filas principales, llegamos al sistema 
2z, 4- 52g -H T3 = —3 
(8/5) x, + (44/5) x= 58/5, o bien 
(13/7) z, = 26/7 
22, +52, + t = — 83, 
4r, +7z,=29, 
413z, = 26. 
Con ayuda del paso invertido obtenemos x, = 2, £4 = 3, z, = 
=—2. A 
El método de Gauss es un caso particular del método de elemen- 
tos principales si en calidad de elemento principal se eligo el ele- 


mento superior izquierdo. distinto del cero, de la matriz correspon- 
diente del sistema. 

Para resolver los sistemas de ecuaciones lineales con ayuda del 
método de elementos principales se puede utilizar el esquema dado en 
la tabla 3.9 (en este esquema los elementos principales, elegidos 
arbitrariamente para el ejemplo, están encuadrados y las filas prin- 
cipales están numeradas con cifras romanas I a IV). 

Ejemplo 2. Haciendo uso del método de elementos principales, 
resolver el sistema 


T, + 2r, + 329 + 40, = 5, 
2x, + Ta + 207 + 321 = 1 
Ba, + 21, + 23 + 22, 
4% ae p =—5: 


Il 
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Tabla 3.9 


Columnas de la matriz del sistema 
i z 
m o IN AS 
Ss E | ee | PA dientes pales 
m, au Cr arg ana ais Baj; rt 
an ar as || az Mas Zazi 121 Ne: 
m 
ma la as as, üy La Zagi 
la As La e 7 Iaj 
0 1 
mo a? a K a 
mo GSN ag a fz j T [a0 
o? aR I | zp 
mp | PAI aD 2 | | uan 
2) 
Ed El o o 
| [me] e [re 
Tabla 3.10 
Columnas de la matriz del sistema "Términos 
må indepen- Matrices 
m l ää | m | xa | dientes 
E 
3 
2 
i 
ap8l 54 | 1/2 | -1/4 =14/⁄4 | —94 
=2/3| _5/2 1 |i —3/2 1 |m | so 
(51 | sa 5/4 —25/4 5/4 
31 | 218 —2/8 | 8/3 
-1/2 =2/3 | —4/3 8/3 23 | r | a 
| loa] 3 2 |w | a 
9546 
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A La resolución se da en la tabla 3.10. 
Así pues, obtenemos el sistema 


—Xz = 3 
— (4/3) 2¿— (2/3) z3 > 
(15/4) z4 + (5/2) 2, + (5/4) z3 = — 25/4, 
z+ 2z, + 3ra + ár, = 5, 
de donde determinamos z 3,12=2x% 2,1,=34 


$ 3.10, Esquema de Jaletski 


Supongamos que un sistema de ecuaciones lineales se da en la 
forma matricial 


Ax=b, a) 
2 
T; 
donde A=[a;;] es la matriz cuadrada de orden n, y x=| °? 5 
Tn 
Qi, ny 
At, nsi 
b - son los vectores columnas. 
Qn, nH 


Representemos la matriz A en forma del producto de la matriz 
triangular inferior C = [c,,] y de la matriz triangular superior B= 
= [b;,] con la diagonal unitaria, o sea 


A =CB, (2) 


donde 
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con la particularidad de que los elementos c;, y b¿, se determinan 
con ayuda de las fórmulas (17) y (18) del $ 2.6: 
det 


Cu=Cis ej=04 D Cindry para 1<j<i, (3) 


di 


ikbhj 
para 1<i<i. (4) 


fya 
ire 


La ecuación (1) puede ser escrita en la forma siguiente: 
CBx = b. (5) 


El producto Bx de la matriz B por el vector columna x es un vector 
columna que designemos con y: 


Bx = y. (6) 
Entoncés escribamos la ecuación (5) en la forma 
Cy=b (7) 
o bien 
(1 0 0 0 Ya As, nti 
Cat Ca 0 0 Ya A 
Csa Cso Cag 0 Ya |=] ann |- (7) 
Cni Cng Cna ->+ Cnn li Ya! = n, n+ 


Aquí los elementos c;; (i, į = 1,2, ..., n) están conocidos, ya que 
la matriz A del sistema (1) se considera ya desarrollada en producto 
de dos matrices triangulares C y B [fórmulas (3) y (4)1. 

Multiplicando las matrices dadas en el primer miembro de la 
igualdad (7'), obtenemos el sistema de ecuaciones 


Cuy = G, nys 

Cali + Coya = Az, ntis (8) 
C31Y1 + Copla F Cas Ys= Ga, nti 
Cri + Cayat Coss +++ H CnnYn = Un, ntir 


de donde obtenemos las siguientes fórmulas para determinar las 
incógnitas: 


it 
ana D) inv 
és 


not y, > iSi (9) 


Es cómodo calcular las incógnitas y, junto con los elementos biz 
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Determinados todos los elementos y; (i = 1,2, . . ., n)con ayuda 
de las fórmulas (9), los sustituimos en la ecuación (6): 


Multiplicando, obtenemos el sistema 
Z1 birta + bista t . . . -H binTn = Yi, 
Trt bastat E bonn = Yo, 
4... HbinTn = Yn (10) 


Puesto que los coeficientes b;; están determinados [véase la fórmu- 
la (4)), calculamos los valores de las incógnitas, comenzando con la 
última, por las fórmulas siguientes: 

in. (11) 


Ta=Yn tSp 


if 
ja 
o 
5 
R 
P 


Este método ha recibido el nombre de esquema de Jaletski. En él 
se aplica el control ordinario con ayuda de las sumas. 

Al resolver los sistemas con ayuda del esquema de Jaletski es 
cómodo hacer uso de la tabla 3.11 y determinar y; junto con los 
coeficientes bj. 


Tabla 3.11 

Térmi- Térmi 

nos nos 

zı | xe | xa | xa | mae- | © |z| xa | xs | xa | inde] z 

dkentes alentes 

mile 

a arg a; ais aw 2 4 8 
i| o | oa | aas | ans | azs á| 6 |4 
am | das | Gas | as | aas 8 | 12 |26 
Gar La La La Lys 3 6 | 12 
cf 1 [012 fèis [du [Mrs 2 8 
u| Taal 4 baa O 0 2 
cm fca [“l1ldw | ys=bas 0 |-t 0 
Car [Cs |“ || 1 | vabas -i A! 1 2 

TH] a La Za EN 4 | 
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Ejemplo. Utilizando el esquema de Jaletski, resolver el sistema 


3z, — 22r, — 52; + x= 3, 
2z, — 3t + t+ õn = —3, 
tt 2%, —4n = — 3, 
Zı— zo—4r+9,= 22. 


A La resolución se da en la tabla 3.11. En la parte I de la tabla 
escribamos la matriz de los coeficientes, los términos independientes 
de la misma y las sumas de control. 

Luego llenamos la parte II según la regla indicada en el $ 2.6, 
o sea, primero hallamos la primera fila de la matriz C, luego la se- 
gunda fila de la matriz B, la segunda columna de la matriz C, la 
segunda fila de la matriz B, etc. 

En la parte III determinamos 2;. 

El control corriente se lleva a cabo con ayuda de la columna Y 
con la cual se realizan Jas mismas operaciones que con la columna 
de los términos independientes. 

1) Los elementos de la primera columna de la matriz C los deter- 
minamos con ayuda de la fórmula 


Cy = an (i = 1, 2, 3, 4). 


Luego escribimos la primera columna de la parte I en la primera 
columna de la parte Jl: 


Cn = 01 =1, (y = ap = 2, (y=0y = 4, Cy = lp =2, 


2) Determinamos los elementos de la primera fila de la matriz B 
con ayuda de la fórmula 
biy = alen (f = 2, 3, 4, 5, 6), o sea, 
bia = malen = 2; bia = Arale = — 1; 
bis = malen = 2; yy = bis = tsen = 4; 
bis = Galeón = 8; bre = 1 + bia + bis + bia + bis = 
=14+2—14+24+4=8. 
3) Obtenemos los elementos de la segunda columna de la matriz C 
con ayuda de la fórmula 
Cig = lig — Cabia (= 2, 3, 4), o sea, 
Cay = yz — Cosby = 3 — 2-2 ; 
5— 4.2 = —3; 
Cag = Aya — Card = 3 — 2-2 = A. 


Csa = lsz — Cabin 


4) Hallamos los elementos de la segunda fila de la matriz B con 
ayuda de la fórmula 


by Tit (4=3, 4, 5, 6), 
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O sea, 


= e tg — 12H _ S 
e OS =t 
— Ms — Cbr 622 o 
da E TEA 
RC E 
Ya= bas = 2% == =% 


br > “a —cmbre _ 14—2:8 
28 = pnia api 


baa = 1 + bas + bni + bas 1 1 04 2=22 


5) Encontra mos los elementos de la tercera columna de la ma- 
triz C con ayuda de la fórmula 


Cis = Mig — Cadiz = Cigbas (i = 3, 4), 
o sea, 
Cag = Ugg — Carbis — Cagbag = 3 — 4: (1) — (3) (4) = —2; 
Da (m) — (4) (eat) 1, 


6) Determinamos los elementos de la tercera fila de la matriz B 
con ayuda de la fórmula 


ba) = Dita tal (¡=4, 5, 6), 


Cas = Ugg — Cardio — Carbas = — 


O sea, 
by = Potros BAR 0; 
a 
Yo =D dgn Gordas — Cabas 124 :4—(—3):2 i 
Tss -2 


Day = 2 — cobro — Colas, 28—48 
ha Cs 


bas =1 + daa + ba =1+0—1=0. 
7) Encontramos los elementos de la cuarta columna de la matriz C 
con ayuda de la fórmula 
Csa = gg — Carbra — Caobos — taaban 
oO sea, 
csa = 3 — 2-2 — (-1)-0— 4-0 = —1. 
8) Hallamos los elementos de la cuarta fila de la matriz B con 
ayuda de la fórmula 


by= anah h to! G=5, 6), 
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O sea, 


dEl ato 
pa dy Tinte cadete — 
4; 
ba an — Carlo eabao— Caba 22:80:80 9, 
ue e = — =2 


bo=1+ds=1+1=2. 
9) Calculamos z; con ayuda de la fórmula 


n 


n=n— Y bami i=1, 2, 3, 4, 


donde y, = 4, Ya = 2, Ya = —1, y, = 1. Tenemos 
mn=nu=i, 

Ly = Ya — but, = —1 — 0-1 = —1; 

Ey = Ya — boaa — buta = 2 — (—1) (—1) — 0-1 = 1; 

2, = Yi — biata bsta — buta = 4— 2-4— (4) (—1)—2-1 = —. 
Así pues, 


z = —l; t = 1; z; = —1; n= 1. 4 


$ 3.11. Método de iteraciones (método de aproximaciones 
sucesivas) 


Los métodos aproximados de resolución de los sistemas de ecua- 
ciones lineales permiten obtener los valores do las raíces del sistema 
con exactitud asignada en forma del límite de la sucesión de ciertos 
vectores. El proceso de construcción de esta sucesión se denomina 
proceso iterativo. 

La efectividad de aplicación do los métodos aproximados dopen- 
de de la elección del vector inicial y de la rapidez de la convergen- 
cia del proceso. 

En este párrafo vamos a considerar el método de iteraciones 
(método de aproximaciones sucesivas). Sea dado un sistema de n 
ecuaciones lineales con n incógnitas: 


Guty Opa + + nn =D, 


aat, + ant, + 


A 


+ Qgn Tp =da, i) 


Escribamos el sistema (1) en la forma matricial: 
Ax =b, 2) 


a 
E 
dá 


donde 


Ay ly... Cn Ti 
Q, a Te 

A=| “a % mb x=| . |, b= y 
Roi Cak => Unn La, 


Suponiendo que los elementos diagonales a;; 40(i=1,2,... 
+++, R), expresemos z, por la primera ecuación del sistema, expre- 
semos zx, por la segunda ecuación, etc. Como resultado obtenemos 
un sistema equivalente al sistema (1): 


E Uli 0 E j an r; 
ür än A n 
b, a, 2; a. 
t, = A rq r onnon I L Ta; 
¡IE a a Gg (3) 
| PAET ML, E EE AA 
ann ann Can + ann 
Designemos by/a1¿ = Py; —a:j/â = Qiz, donde i = 1, 2, .. ., n; 


j=1,2,...,n. Entonces el sistema (3) se escribe del modo siguiente: 
24 = Pa + Qygl H Aist > ins 
abdin it ... Fan Tn (3) 


Lp = n FO Han E +, nt neto 


El sistema (3') se llama sistema reducido a la forma normal, Introdu- 
ciendo las designaciones 


Qis Oiz -> Qin A 


Oni Ong -+ Ann 


vamos a escribir el sistema (3’) en la forma matricial; 


x =f + eax, 


o bien 
Y Bs Qu O Qin Y 
t |= Be + Asi Aa <.. Uan a (4) 
Tn Bn Qni Znz -+ Onn Tn 


Vamos a resolver el sistema (4) con ayuda del método de sucesio- 
nes aproximadas. Por aproximación nula tomemos la columna de los 
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términos independientes 


Lo) 
s Bs 
w 
Y |= Ba (la aproximación nula). 
a Bn 
Luego vamos a construir las matrices columna 
» 40) 
z Bı Uit Qia -e Y 
a " Ba + Oyu Caa Dz zi (la primera aproxi- 
p 3 ea aT eT E mación); 
Lao Bn Ons Ln >> Cond Law 
ap Bs % O... An z” 
gp 0 A: q | 22 2 > Š E (a segunda aproxi- 
M a EREE K mación), 
E) Bn Oni Una Land La 
ete, 


En general, toda k + 1-ésima aproximación se calcula con ayuda de 
la fórmula 
z% = B pax (k= 0, 1, .. u n) (5) 


Si la sucesión de aproximaciones x®, xD, ..., x® tiene el límite 
x= límx0%, este límite es solución del sistema (3), puesto que en 


ha 
virtud de la propiedad del límite 
lím x = f +a 


zoo 


lím x%W, o sea, x =a + fx. 
k= 


Ejemplo 1. Haciendo uso del método de iteraciones, con exacti- 
tud hasta 1071 resolver el sistema 
82,42, HTa = 28, 
| 21452 —2=7, 
21—%+51=7. 
A 1) Reduzcamos el sistema a la forma normal: 
x,=3,25—0,1252,—0,12523, 
2 =1,4—0,2x, + 0,273, 
z= 1,4— 0,22; + 0,223; 


o —01425 —0,125 3,25 
a=|—02 0 02 |; p=jt4 |. 
02 02 0 1,4 
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2) Construimos las aproximaciones sucesivas. La aproximación 


nula es la siguiente: 
ol 3,257 
z® |=| 1,4 
EE 


La primera aproximación: 


CA 3257] T 0 —0,125 —0,1257”]/73,25”] 
z j=| 1,4 |+| —0,2 0 0,2 14 |= 
ESA |14 0r 02 0 EE 
"2,9 
=| 1,03 |. 
1,03 _ 
La segunda aproximación: 
TE] [3,257 0 —0,125 —0,125 "1[72,9 7] 
ze |=| 1,44 |-4] —0,2 0 0,2 1,03 |= 
Ea 1,4 |_—0,2 0,2 0 11,03 | 
2,992” 
=| 1,026 
1,026 _| 
La tercera aproximación: 
Eg 3,25 m 0 —0,125 —0,1257]/72,9927] 
z® |=| 1,4 [+] —0,2 0 0,2 1,026 |= 
P| [1,4 4 | —0,2 0,2 0 |_1,026_| 


2,997] 
=| 1,01 |. 
EA 
Ahora bien, z, == 2,99, z, = 1,01, z, = 1,01 y con exactitud 
hasta 10—* obtenemos z, = 3, 0, z, = 1, 0, z, = 1, 0. A 


Ejemplo 2. Haciendo uso del método de iteraciones, con exacti- 
tud hasta 10-% resolver el sistema 


l 7,62, +0,57, +2,45 =1,9, 


2,27, +9,1x,+4,41=9,7, œ) 
— 1,32; +0,21, +5,82; = — 1,4. 
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A 1) Reduzcamos el sistema a la forma normal: , 
49 05 2,4 
[ M7 
9,7 2,2 44 de 
| m=3L pr gr» 0 bien 
214,13 0,2 
t 53 TES TSE» 
l z, = 0,25 —0,065z, — 0,315823, 


Ta = 1,0659 — 0,24182, — 0,484723, 
z= — 0,2414 + 0,2241, —0,34482); 


To — 0,065 —0,3158 m E “| 
a=| — 0,2418 0 —0,4847 |; pB=| —1,0659 |. 
0,22441 —0,3448 0 |_ —0,2414_| 


Nótese que el sistoma lineal puede ser reducido a la forma normal 
también del modo siguiente: escribir los coeficientes de las 2,, £3 y Tg 
de las ecuaciones correspondientes del sistema (*) en la forma kz, 
donde k es un número próximo al coeficiente de la incógnita respec- 
tiva y por el cual es fácil dividir los coeficientes de las incógnitas 
y de los términos independientes. 

Por ejemplo: 


10x, = 7,67, + 2,4z, (en la primora ecuación), 
107, = 9,12, + 0,9x, (en la segunda ecuación), 
10%, = 5,877 + 4,22, (en la tercera ecuación). 
Escribamos el sistema (*) así: 
107,=1,9+2,4x, — 0,521 — 2,4%, 
| 102, = 9,7 — 2,22; +0,92, — 4,4ta, 
10r; = —1,4 41,32, —0,2z, + 4,229; 
z, =0,19 + 0,242, —0,052, —0,24%7, 
l Za = 0,97 — 0,222, + 0,092, — 0,4423, 
z¿=—0.14+0,13x, — 0,022, +0,4217. 
_ 0,13 —0,02  0,42_| 


La matriz a y el vector $ toman la forma 
5 04851 
-| 0,97 
—0,14_ 
2) Sucesivamente hallamos 


j- 0,24 —0,05 —0,24”| 
Ta 0,19 
aœ |=| 0,97 |; 
Œ] |_—0,14 


a=| —0,22 0,09 —0,44 
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CRY ff 0,19” 0,24 —0,05 —0,24J" 0,19 

z|- 0,97 +02 0,09 -oas | oa |- 

e2] | —0,14_ 0,13 —0,02  0,42_|]_—0,14_ 

0,220; 
-| Lom |; 
—0,1935_| 

Ca 0,197 0,24 —0,05 —0,24”J" 0,22077] 
[2]- 0,97 sl 02 0,09 —0,44 1,0771 |= 

z2 | |_—0,4 | 0,13 —0,02  0,42_||_—0,1935_ 


0,23597] 
= 1,1034 |, 


— 0,2141 | 


Ahora bien, con la exactitud hasta 107% obtenemos 
z, =0,236; z, = 1,103; z, = —0,214, A 


$ 3.12, Condiciones de convergencia del proceso iterativo 


Supongamos que se da un sistema de ecuaciones lineales x = P + 
-+ ax reducido a la forma normal. La condición de convergencia 
del proceso iterativo consiste en lo siguiente: si la suma de los mó- 
dulos de los elementos de las filas o la suma de los módulos de los ele- 
mentos de las columnas es menor que la unidad, para el sistema dado el 
proceso de iteración converge a la solución única independientemente 
de la elección del vector inicial. 
dd consiguiento, la condición de convergencia puede escribirse 
así: 
n 
Y lapl <1 (i=1,2,...,n) o bien 
jmi 


È leyl<1 (¡=1,2,...,R). 
Ejemplo. Para el sistema 
i 8x, + 2, +23= 26, í z, =3,25— 0,1252, — 0,12529, 


2, +5%,—2,=7, 0 bien z, =1,4— 0,22, + 0,223, 
Ly — ty + Öze 7 az= 1,4—0,2, +0,22; 


el proceso iterativo converge, ya que 


0 —0,125 —0,125 
a=| —0,2 0 0,2 


—0,2 0,2 0 
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lta |F laa 1+1%1]=0,24+0,2=0,4 <1; 
| 0% 1+] doa 1 +1 Zae | = 0,125 +0,2 =0,325 < 1; 
10314] %31+]0% | =0,125 4-0,2 = 0,325 <1. 


De un modo análogo se podría verificar el cumplimiento de la 
condición de convergencia, tomando las sumas de los módulos de 
los elementos de las filas. 

El proceso de iteración converge a ciencia cierta si los elemon- 
tos de la matriz œ satisfacen la desigualdad | a; | < 1/n, donde n 
es la cantidad de incógnitas del sistema dado. En el ejemplo dado 
n = 3 y todos los elementos | æ;; | < 1/3. 

La convergencia del proceso iterativo está ligada con las normas 
de la matriz œ por las relaciones siguientes. Si se cumple una de las 
condiciones 


n 


Iæ Il: = máx p layl<1 
f 


0 
lal= máx Y, layli <1 
o bien 
lal= V 2 2 leu 1<t 


el proceso de iteración de un sistema lineal converge a la solución única, 
Así, en el ejemplo anteriormente considerado 


IL œ lla = máx (0,4; 0,325; 0,325) = 0,4 < 1, 
o sea, el proceso iterativo converge. 


§ 3.13. Estimación del error del proceso aproximado 
del método de iteraciones 


Si se da el error admisible de cálculos e y x; es el vector de los 
valores exactos de las incógnitas de un sistema lineal, siendo xp 


la k-ésima aproximación de los valores de las incógnitas ia 
con ayuda del método de iteración, entonces para estimar el error 
Il x — xP || < e del método se utiliza la fórmula 


EAT 0) 


donde || æ || es una de las tres normas do la matriz a; || ĝ [| es la mis- 
ma norma del vector f; k, la cantidad de iteraciones necesaria para 
alcanzar la exactitud deseada, En este caso se supone que las apro- 
ximaciones sucesivas x( (donde } = 0,1, ...;k,1=1,2,..., n) 


se calculan exactamente y en ellas no hay errores de redondeo. 
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Ejemplo. Mostrar que para el sistema 
9,97, —1,5x,+2,6x3=0, 
[ 0,47; + 13,62, —4,273= 8,2, 
0,72, +0,4x,+7,123= —1,3 
el proceso iterativo converge y determinar cuántas iteraciones han de 


cumplirse para hallar las incógnitas con exactitud hasta 10-4. 
A 1) Reduzcamos el sistema a la forma normal 


102, =0,1x, + 1,57, — 2,623, 


207, =—0,4x, +6,42, + 4,22, 48,2, 
10% — 0,72, —0,4z, +2,927—1,3 
o bien 


y =—0,02x, + 0,322, +0,21x,+ 0,44, 
29 = —0,072, —0,047, +0,297,—0,13. 


2) La matriz del sistema 


T 001 0,15 —0,26 
a=| —0,02 0,32 0,2% |. 


—0,07 —0,04 0,29 


2, =0,01x, +0,15x, — 0,2623 


Utilizando la norma || œ |l, obtenemos || œ li, = máx (0,1; 0,54; 
0,76) = 0,76 < 1. Por lo tanto, el proceso iterativo para el sistema 
dado converge. 

o 7 

3) Tenemos B= 0,41 

—0,13_ 

4) Aplicando la fórmula (1) hallamos 


> UB ll =0+0,41 +0,13=0,54. 


h41 
lalz -HBe _ 0,76+1.0,54 
— x% A IIA j4; 
l=] <a ga <10% 


0,76%.0,54<10"-0,46; 0,761 10548 ; 
(k +1) log 0,76 < log 46 — log 54— 4; 


— (k+ 1)-0,1192<1,6628— 1,7324 — 2 = — 4,0696; 
(+ 1)> ior =32,0) k>329; k= 33. 


La estimación teórica de la cantidad do iteraciones necesarias para 
asegurar la exactitud prefijada resulta prácticamente elevada. A 
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$ 3.14. Método de Seydel. Condiciones de convergencia 
del proceso de Seydel 


El método de Seydel es la modificación del método de aproxima- 
ciones sucesivas. Al calcular la (k + 1)-ésima aproximación de la 
incógnita z; (i >1) en el método de Seydel tienen en cuenta las 
(k + 1)-ésimas aproximaciones antes halladas de las incógnitas 
Eir Bgy o oy iute 

Supongamos que se da un sistema lineal reducido a la forma 
normal: 

[=P Hanti tH t t o En Ens 
| tam Ba Haiti + Qarta + > + + Aann, 
Ta = BaH Oat F Aata» >> Hanny (1) 


En = Pnt Ani Ent + HAnnTn- 


“Elegimos arbitrariamente las aproximaciones lineales de las incóg- 
nitas 2), ei), ..., ep y las sustituimos en la primora ecuación 
del sistema ti): 


xD = Bi H anth OA na: 


sustituimos la primera aproximación obtenida xP? en la segunda 
ecuación del sistema (1): 


E A PR 


sustituimos las primeras aproximaciones obtenidas x(? yz% en la 
tercera ecuación del sistema (1): 


LY = Pata Hanad H... E, 
ete. Por último, 
LD = Ba + Antd F Anard A 


De un modo análogo construimos las iteraciones dos, tres, etc. 


Ahora bien, suponiendo quo las k-ésimas aproximaciones zi 
están conocidas, con ayuda del método de Seydel construimos las 
k + 1-ésimas aproximaciones al hacer uso de las fórmulas siguientes: 


q B + à aya, 


a + Y La, 2) 


A + S anaf D y apna, 
donde k= 0, 1, 2, 
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Ejemplo i. Haciendo uso del método de Seydel, con precisión 
hasta 10-3, resolver el sistema 
Í  7,6x,+0,5x,+2,4x=1,9, 
i 2,27, +9,1x,+4,4x=9,7, 
— 1,31, +0,21, + 5,81, —1,4. 
A 1) Reduzcamos el sistema a la forma normal: 
[io = 1,9+2,4x, — 0,52, — 2,4£3, 


10r,=  9,7—2,2x%, +0,92, — 4,423, 
10r, = —1,4+ 1,32, — 0,22, + 4,213; 
o bien 


z= 0,97 — 0,222; +0,09, — 0,4423, 
z= —0,14 + 0,132; — 0,022, + 0,4223. 
2) Por aproximaciones nulas tomemos los valores correspondien- 


tes i 1g términos independientes: z9 = 0,19; zP = 0,97; 2 = 
3) Construimos las iteraciones con ayuda del método de Seydel. 
Las primeras aproximaciones: 
xl) = 0,19 + 0,24-0,19 — 0,05-0,97 — 0,24 «(—0,14) — 0,2207, 
zp = 0,97 — 0,22:0,2207 + 0,09-0,97 — 0,44 -(—0,14) = 1,0703, 
xl) = —0,14 + 0,13-0,2207 — 0,02:1,0703 + 0,42-(—0,14) ora 


l z= 0,194 0,24r;— 0,052, — 0, 24r, 


Las segundas aproximaciones: 
2 = 0,19 + 0,24 -0,2207 — 0,05 -1,0703 — 0,24 -(—0,1915) = 


= 0,2354, 
zx) = 0,97 — 0,22 -0,2354 + 0,09 1,0703! — 0,44 (—0,1915) = 
= 1,0988, 
29 = —0,14 + 0,13:0,2354 — 0,021,098 + 0,42» (0,1915) = 
= —0,2118, eto. 


La resolución de este ejemplo se da en la tabla 3.12. La cons- 
trucción de las iteraciones termina cuando, con el grado de 


Tabla 3.12 
NS, la N? de la 
eras En x xs itera- xl xa ES 

0 0,19 0,97 -0,14 5 0,2467 | 1,1138 | —0,2237 
4 0,2207 | 1,0703 | —0,1915 6 0,2472 | 1,1143 | —0,2241 
2 0,2354 | 1,0988 | —0,2148 7 0,2474 | 1,1145 | —0,2243 
3 | 0,2424 | 1,1088 | —0.21981 8 | 0,2475 | 1,1145 | —0,2243 
4 | 0,2454 | 4,1124 | —0,2226 
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exactitud prefijado, obtenemos iguales valores en dos iteraciones 
seguidas. En el ejemplo dado són las iteraciones 7 y 8. 

La respuesta final: z, 0,248; z, = 1,114; x= —0,224. A 

Para un sistema lineal x = f + «ax el proceso de Seydel, al igual 
que el de aproximaciones sucesivas, converge a la única solución en 
toda elección de la aproximación inicial si al menos una de las normas 
de la matriz œ es menor que la unidad, o sea, si 

n 


SETS 


£ 
0 
la le= máx 2 101,1 <1 
rA 
o bien 


lei=V Zan <4. 
13 


El proceso de Seydel converge a la única solución más rápidamente 
que el de simple iteración. 

Ejemplo 2. Verificar si converge o no el proceso de Seydel para 
el sistema considerado en el ejemplo 4. 

A 1) Reducido el sistema a la forma normal (véase la pág. 144), 
obtenemos la matriz 


T 0,24 —0,05 —0,24 
a=| —0,22 0,09 —0,44 |, 
0,13 —0,02  0,42_| 
2) Hallamos || « ||, = máx Y | æ | = máx (0,53; 0,75; 0,57) = 
i 
= 0,75 < 1. Por lo tanto, para ol sistema dado el proceso de itera- 


ción converge a la única solución, a pesar de que 


a 
llælk=máx Y |a: |= máx (0,59; 0,16; 1,1)=1,1>1. 4 
ji ii 


§ 3.15. Estimación del error del proceso de Seydel 


Supongamos que se da un sistema lineal x = f -+ ax. Si x; es 
el valor exacto de las incógnitas del sistema lineal y x% es la h-ésima 
aproximación, calculada con ayuda del método de Seydel, entonces 
para estimar el error de este método se aplica la fórmula 


110119 
ld e AO — h- (1) 


Ejemplo. Calcular cuántas iteraciones han de cumplirse con 
ayuda del método de Seydel para que con exactitud hasta 10-4 se 
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halle la solución del sistema 
9,91— 1,52, + 2,677 =0, 
l 0,4x, +13,67, —4,273=8,2, 
0,7214 0,4x,+7,12¿= —1,3. 
A 1) Reduzcamos el sistema a la forma normal (véase la pág. 142): 
2,=0,01x, +0,152, —0,2677, 
2, = 0,41 — 0,022, + 0,327, + 0,2123, 
z= — 0,13 — 0,072, — 0, 04r, -+ 0,2923. 
2) Tomemos por aproximaciones nulas la columna de los térmi- 


nos independientes a? = 0; x9 = 41; z9 = —0,13 y calculemos 
las primeras aproximaciones: 


20 =0,01-0 + 0,15-0,41 — 0,26 -(—0,13) = 0,0953; 
zi) = 0,41 — 0,02-0,0953 + 0,32:0,44 + 0,21 + (0,43) = 
= 0,5120; 


e) = —0,13 — 0,07 -0,0953 — 0,04-0,5120 + 0,29 x 


} 
y 

x (0,13) = —0,1948. 
3) La matriz 


—0,02 0,32 0,21 
—0,07 —0,04 0,29 | 
Así pues, ||a |], = máx (0,42; 0,55; 0,40) =0,55. Puesto que 


pg T 0,09537] 
x0= 0,41 |, y x0= 0,5120 |, 
|_—0,13, —0,1948_| 
tenemos 


0,09537 
xx 0,1120 |, o sea, || x1 —x® || = 0,1120. 


| 0,01 0,15 — 0,267] 


— 0,0648, 
4) Con ayuda de la fórmula (1) determinamos A: 


10%< E. 0,1120; 10%-0,45<0,55*-0,1120; 


—4 log 10 + log 0,45 <k log 0,55 + log 0,1120; 


—4—0,3468<H(—0,2596— 0,9508); k>FEpe =3,50; h=4. 


De un modo análogo se puede eslimar el método de Seydel por 
la norma || a jl A 
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$ 3.16, Reducción de un sistema de ecuaciones lineales 
a la forma cómoda para iteraciones 


Los procesos de aproximaciones sucesivas y de Seydel para un 
sistema lineal x = f + ax convergen a la única solución sin depen; 
der de la elección del vector inicial si 


2 layl <i li=t, 2 en) 


o bien 


> leyl <1 (=1,2,...,2). 


Ahora bien, para la convergencia dè los procesos iterativos ante- 
riormente mencionados es suficiente que los valores de los elementos 
a; de la matriz œ, cuando ¿+ j, sean pequeños en módulo. Esto es 
equivalente al hecho de que si para un sislema lineal Ax = b los 
módulos de los coeficientes diagonales de cada ecuación del sistema 
son más que la suma de los módulos de todos los demás coeficientes 
(sin tener en cuenta los términos independientes), los procesos itera- 

n 


tivos para este sistema convergen, o sea, si se da un sistema J) aijt = 


ri j=l 
= b, (i=1, 2, ..., n), con la particularidad de que |an | > 
S > | aij |, para este sistema los procesos de aproximaciones sucesi- 


+i 
vas y de Seydel convergen. 

Realizando las transformaciones lineales, el sistema lineal Ax = 
= b puede ser sustituido por un tal sistema equivalente x = f + ax 
para el cual las condiciones de convergencia estarán cumplidas. 

Ejemplo. Reducir a una forma cómoda para iteraciones el sistema 
de ecuaciones lineales 


0,92, +2,72,—3,87,=2,4, (A) 
2,52 +5,87,—0,52,=3,5, (B) 
4,52, —2,12,+3,223=—1,2. (C) 


A 1) Del sistema dado separamos las ecuaciones con los cocficien= 
tes cuyos módulos son más que la suma de los módulos de los demás 
coeficientes del sistema. Cada ecuación separada la escribimos en 
tal fila del nuevo sistema que el cocficiente mayor en módulo resul- 
te ser diagonal. 

En la ecuación (B) el coeficiente de z, es mayor en módulo que 
la suma de los módulos de los demás coeficientes. Tomamos la ecua- 
ción (B) por segunda ecuación del sistema nuevo: 


2,52, + 5,8%, — 0,52, = 3,5. (11) 
2) De las ecuaciones quedadas no utilizadas del sistema hacemos 


combinaciones linealmente independientes entre sí. Así, por primera 
ecuación del nuevo sistema se puede tomar la combinación lineal 


10% 147 


(28) + (A), entonces tenemos 
9,9, — 1,52, + 2,62; = 0. 1 
Por tercera ecuación del nuevo sistema se puede tomar la com- 
binación lineal (2A) ... (B), es decir, 
0,Ta, + 0,4x, + 7,1, = —1,3. (un) 
3) En resumen obtenemos un sistema transformado de las ecua- 


ciones (1), (II), (IH) que es equivalente al inicial y que satisface la 
condición de convergencia del proceso iterativo: 


9,97, —1,52,+2,61,=0, 
í 2,52, +5,81, — 0,52; = 3,5, 
0,72, + 0,4%, -47,123 = —1,3. 
Reduciendo este sistema a la forma normal, tenemos 
zx, =0,1x,-+ 0,157, — 0,2623 
i z, = 0,352, —0,212, 40,422, + 0,05 
z= —0,13z, — 0,072, — 0,042; +0,29; 
0,10 0,15 —0,26 
«-| 0,35 —0,21 o |; 
—0,13 —0,07 —0,04_| 
Il æ lle = máx (0,58; 0,43; 0,72) = 0,72 < í. 


Nos queda por resolver el sistema haciendo uso de uno de los 
métodos iterativos. A 
Ejercicios 

1. Resolver los sistemas homogéneos de ecuaciones: 


a) a+3+20=0, b) y 32 + 4z — 52+ 7m =0, 


22 — ta + 32 = 0, 22, — 3ta + 327 — 20, = 0, 
3x, — 52, + 4z; =0, 4214 1AT, — 13234 462, = 0, 
214 172, + 4x3== 0; Tr, — 22, + Tyt 32, =0. 


2. Investigar la compatibilidad y hallar la solución general y 
una solución particular de los siguientes sistemas de ecuaciones: 
a) 22+72%2+324+20%=66, b) ò 22—32,+5%3+740=1, 

Bay + 5224 24 20=4, 4x1 — 62, + 2774 374 = 2, 
Dx, +4x,+ 23 + Tr, = 2; 2r, — 3r, — liz — 157 = 1. 
3. Haciendo uso de las fórmulas de Cramer, resolver los si- 
guientes sistemas de ecuaciones lineales: 


a) [22,+2.+4x%=7, b) f 11x7+3y—2=15, 
[a anne 5, 2r +5y +5:= —11, 
32, + 4ta — 5x; = — 14; zt+y+z=1. 
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4. Con ayuda del esquema de Gauss resolver los siguientes siste- 
mas: 
a) (y n—4rn —u=6 b) 23, — t, — 2m = —8, 
t+ t+ 2r 4+3=-—1, tyt laa =-—1, 
22,432 —23— n= i, Z — T,= T; = — ô, 
tyt 2r + 313 — t = 3; — 12, 43r — 2t =T. 


5. Haciendo uso del esquema de Gauss, resolver con exactitud 
hasta 0,001 los siguientes sistemas: 
a) 1,14x, —2,152,— 5,1417; = 2,05, 
| 0,427, — 1,132; + 7,05x3 = 0,80, 
—0),71x, +0,81z:— 0,022; = — 1,07; 
b) 0,61x-+ 0,71y—0,052= — 0,16, 
[ —1,03z— 2,05y + 0,872 = 0,50, 
,95. 


2,512 —3,12y + 5,032 = 


6. Con ayuda del esquema de Gauss calcular los determinantes: 


1 4í 3 -46 54-77 34 

0-13 -1 82 14—23 02 
am 10 a DA 53-59 S-ro 

1-25 4 07 19-85 48 


7. Haciendo uso del esquema de Gauss, invertir las matrices 
siguientes: 


122 —1 
276-1 
dA=loz1 4d 
001 -1 
0,32 0,52 —042 0,23 
0,44 —0,25 0,36 —0,51 
Fàs 


—1,06 0,74 —0,83 0,48 
0,96 0,82 0,55 0,36 


Llevar a cabo los cálculos con tres cifras decimales, redondear la 
respuesta hasta dos cifras decimales. 

8. Determinada previamente la cantidad necesaria de iteracio- 
nes, por el método de aproximaciones sucesivas resolver con exacti- 
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tud hasta 0,01 los siguientes sistemas de ecuaciones lineales: 
8,77, — 3,42, + 1,82; — 2,27; = — 9,7, 
2,12, +6,72, — 2,22; = 13,4. 
3,22, —1,8z4— 9,523 — 1,97, =6,9, 
1,2x, +2,82, — 1,4r;— 9,91; = 25,1; 
6,1x-+0,7y —0,05z = 6,97, 
b) í 


a) 


—1,3x—2,05y +0,872=0,10, 
2,52—3,12y — 5,032 = 2,04. 

9. Determinada previamente la cantidad necesaria de iteracio- 
nes, con ayuda del método de Seydel resolver los sistemas de ecuacio- 
nes lineales del ejercicio 8. 

10. Para las matrices 


m—0,3 1,2 —0,2- „2 0,44 0,817) 
a) A=| —0,4 —0,2 1,6 |; b») 4=| 0,58 —0,29 0,05 
4,5 —0,3 A 0,05 0,34 0,1 _| 


calcular las normas ¡| A Ih, 114 lla y 114 lls 
11, Haciendo uso del método de elementos principales, resolver 
los siguientes sistemas: 


a) 3 — 21 —513+ me. —5, 
22—30+ tH =T, 
21+ 2t —4n = — 1, 
21—%—32y +9nm = — 4; 
b) y 4r — 3t + t= 5n=7, 
72, — 2T — 31, — 21, = 6, 
3r, — 22, +52; — 2%, =0, 
2214314523442, = — 5. 
12. Con ayuda del esquema de Jaletski resolver los sistemas de 
ecuaciones lineales: 
a) Zit 2r, + 32; HAr =5, » 
2m4 2+2+3m=1, 


TH 21, + 323 = 0, 
2m + ttri, 


Br Hrt m+n =l, De ai. 


4x1 43742234 t= —5; 


CAPITULO IV 
Cálculo de los valores de las 
funciones elementales 


En la práctica de cálculos se necesita, bastante frecuentemente, 
resolver un problema de cálculo de cierta función en el punto dado. 
En este caso conviene tener en cuenta que matemáticamente las 
expresiones equivalentes no siempre resultan ser unívocas desde el 
punto de vista del cálculo de sus valores. Por ejemplo, para calcular 
el primer miembro de la identidad 


a? 4- 2ab +b? = (a + by 


es necesario cumplir cuatro operaciones de multiplicación y dos ope- 
raciones de adición, mientras que para calcular el segundo miembro 
hace falta hacer una sola adición y una sola multiplicación. 

Ahora bien, llegamos a un problema importante referente a la 
forma óptima de representar la función para construir el algoritmo 
de cálculo de los valores do la misma. Lo óptimo puedo entenderso 
como minimización de la cantidad total de las operaciones arilméti- 
cas o del tiempo indispensable para calcular Jos valores de la fun- 
ción. 


$ 4.1. Cálculo de los valores de los polinomios algebraicos 


Se llama polinomio algebraico de n-ésimo grado la expresión que 
tiene la forma 


Pl) =P Haa.. Os a) 


donde los coeficientes 4o, 41, - - -, @n son los números reales, con la 
particularidad de que a, se considera distinto del cero. El coeficiente 
a, se denomina término independiente del polinomio (4). 

El cálculo de los valores del polinomio algebraico es un ejemplo 
caracteríslico concerniente a la minimización de la cantidad de ope- 
raciones de un procedimiento de cálculo. Este problema resulta ser 
importante desde el punto de vista práctico no sólo en su sentido 
directo sino también porque está estrechamente vinculado con el 
problema de división del polinomio por un binomio lineal (polino- 
mio de primer grado), es decir, con el problema de determinación 
de las raíces del polinomio. 
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Se denomina raíz (cero) del polinomio (1) todo número E que anula 
este polinomio al sustituir en el mismo ¿ en vez de z, o sea, P (E) =0. 

La raíz E del polinomio (1) se llama raíz de multiplicidad s (o raíz 
de s-ésima multiplicidad) si el mismo polinomio y todas sus derivadas 
hasta el orden s — 1 se anulan en el punto z = $, mientras que la 
s-ésima derivada no se anula en este punto: 


P()=P(E)=...=PU-D($)=0; PP) 40. 


Si la raíz de un polinomio tiene la multiplicidad s = 1, esta raíz se 
considera simple. 

Ejemplo 1. Determinar la multiplicidad de la raíz z = —2 del 
polinomio 


P (a) = a + 72% + 182? + 207 +8. 


A Hallamos la derivada primera P’ (£) = 42? + 212? + 36x+ 
+ 20; calculamos P’ (—2) = 0. Determinamos la segunda derivada 
P” (x) = 127? + 42s + 36; tenemos P”"(—2) =0. Encontramos 
la tercera derivada P” (z) = 24s +42; tenemos P” (—2) = 


= —6 #0. 
Ahora bien, el mismo polinomio y sus derivadas primera y se- 
gunda se anulan en el punto z = —2, mientras que la tercera deriva- 


da os distinta del cero en este punto; por lo tanto, la raíz E = —2 
tiene la multiplicidad s = 3. A 

Las propiedades fundamentales de las raíces del polinomio alge- 
braico se dan en el $ 5.8. 

Consideremos el problema de cálculo del polinomio (1) en cierto 
punto z = z*. Para resolver el problema planteado representemos 
este polinomio en la forma siguiente: 


Pn (2) = an + 2 (ana + 2 (00-20 +... +2 (a + zao) - - -)). (2) 
Para hallar el valor de P, (1*) calculemos sucesivamente 


bo = to, 
bi = a; 42" bo, 
d¿=0,+2%, 5) 


bn = an + 2*Dps. 


De las expresiones dadas para b; se ve que cada coeficiente siguiente 
b; se obtiene adicionando el coeficiente respectivo a; al producto del 
coeficiente precedente b;., por x*. 

Para calcular P, (2*) y los coeficientes b; «a mano» es cómodo ha- 
cer uso de la tabla siguiente. 
En la primera fila se escriben los coeficientes del polinomio P, (x) 
(los coeficientes negativos se toman con signo «—», delante de los 
coeficientes positivos el signo «+» puede omitirse). En la tercera 
fila se pone inmediatamente by = ap. Luego cada coeficiente bi 
se multiplica por z* y se escribe debajo del coeficiente siguiente 
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Tabla 4.1 


a*bo | 2%, 2% g ETA 


a 


bo | bı | bz | bs ... | bn-1 | bn 


ai+ı. Los números contenidos en las filas 1 y 2 se suman y el resul- 
tado b¿+, se escribe en la tercera fila. 

En a de construcción del proceso de cálculo es evidente que 
Da = Pata 

No es difícil computar la cantidad de operaciones que ha de 
cumplirse para calcular P, (2*): por la fórmula (1) hace falta efec- 
tuar 2n — 1 multiplicaciones y n adiciones, mientras que por la 
fórmula 2 deben realizarse n adiciones y z multiplicaciones. 

Ahora bien, la fórmula (2) permite economizar casi dos veces 
al realizar la operación de multiplicación. Además, si tenemos en 
cuenta que para la operación de multiplicación se gasta un tiempo 
varias veces mayor que es necesario para realizar la operación de 
adición, la aplicación del esquema de cálculo (2) resulta bastante 
eficaz. 

El esquema considerado (2). . . (3) lleva el nombre de esquema 
de Horner. 

Ejemplo 1. Haciendo uso del esquema de Horner, calcular el va- 
lor del polinomio P; (z) = z5 +30 — 21° + 2° — xz +1 para 
z= 3. 

A Componemos el esquema de Horner para el polinomio dado 


w 
= 
0 
S 


8 | 147 | 438 


1 | 6 | 16 | 49 E EN 


Ahora bien, Ps (3) = 439. 4 

Resulta que al realizar el esquema de Horner no sólo calculamos 
bn = Pn (a%), sino determinamos también los coeficientes 
bi(i=0, 1, ..., n — 1) del polinomio 


PH, (a) =b yal nnn bna (4) 
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que es el cociente obtenido de la división del polinomio P, (x) por 
el binomio x— 2*: 


Pr (2) =(12—2*) Pos (2) + Pa (er). (5) 

En efecto, abriendo paréntesis en el segundo miembro de la re- 
lación (5), reduciendo los términos semejantes y teniendo en cuenta 
que P, (2*) = by. obtenemos 

P (2) = bo” + (0:—2*by) 24 (db) PAE 
eo H (bni — 74 y aa) T HOn — 2D > 
De aquí 
a) = bo, 
a, =b,—2*bp, 
az =b,—*by, 
An =bn — I*bam 
lo que está en plena concordancia con las igualdades (3) y do este 
modo demuestra la representación (5). 

Ahora bien, llegamos al teorema siguiente. 

Teorema del resto (de Bezout). El resto quedado de la división del 
polinomio P,„ (x) por binomio z — x* es igual al valor de este poli- 
nomio par x=a2*. 

Ejemplo 2. Calcular el valor del polinomio Py (x) = 127% + 
+ 192 — 4 en el punto z* = —2 y determinar los coeficientes dol 
polinomio PU) (z) que es el cociente obtenido de la división de 
P, (x) por el binomio z + 2. 

A Hacemos el esquema de Horner para el polinomio dado: 


“|| o 0 -4 


ME 


2| = 10 -0 | s 


Ahora bien, P,(—2) = 36 y PY (z) = 122% — 5r 4- 102 — 
— 20. A 

De otro ejemplo do utilización del esquema de Hornor sirve el 
problema de cambio de la variable en el polinomio. 

Supongamos que en el polinomio (1) se necesita pasar a una nuova 
variable y ligada con la variable z por la relación lineal z = y + x* 
o bien y = z — q*. 

Esto quiero decir que es necesario hallar los coeficientes del po- 
linomio 

Pa (y +20) = Ay" HA H ooo H Anat t An (6) 
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-» | 40 


Se puede mostrar que 


An = Pr (2%), 
Ana =P (5), 
Anma = PiP- (28), 

i= =p™, i 


donde P, (z) es el polinomio dado (1) y los demás polinomios 
PR, (G= PLAGAS, 
(k=1, 2,...,1) 
se determinan por las relaciones 
Pr lo) =(2— 0%) PRL y (2) + Pa (2%), 
P3, (0) = (229) Pita (0) + PRA (2#), 
poo G) = (628) PO poo (9). $ 

Ahora bien, se obtiene el siguiente algoritmo simple de determi- 

Ta de A; g= n n— 1, .. n 1, 0): 
. Con ayuda del esquema de Horner se calcula el coeficiente 

Pi = P,, (z*) y junto con éste los coeficientes bP (i = 0, 1, 
«+. ., n — 1) del polinomio Pf” ,(x). 

2°, Aplicando el esquema de Horner a los polinomios Pf? ,(2), 
Pros (e)a , PO), (2), se calculan los coeficientes A. = 
= PR, (0%) y junto con éstos los coeficientes b%+ (i = 0, 1, 
+... n—k— 1) del polinomio P£P, (2). Este proceso se ejecuta 
hasta que k lHegue a ser igual a n — 1. Entonces se supone Aq = 

= PW = bd = a, y todos los coeficientes A, están determinados. 

E algoritmo cousiderado suele llamarse esquema generalizado 
de Horner. 

Ejemplo 3, En el polinomio P, (£) = 127% + 197% — 4 pasar a 
una nueva variable y = z + 2. 

A Utilizando las relaciones (5) y (6), hacemos el esquema 


12 | -77 <A, 


12=4, 
Así, pues el polinomio Q, (y) = P, (y — 2) tiene la forma 
Qu (y) = 12y* — TIP + 174y* — 156y +36. A 
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$ 4.2. Cálculo de los valores de las funciones analíticas 


El cálculo de los valores de una función analítica se basa fre- 
cuentemente en su representación en forma de la serie de Taylor rá- 
pidamente convergente la cual en muchos casos es un instrumento 
cómodo para calcular los valores de esta función en los puntos per- 
tenecientes al dominio de convergencia de la serie. 

Supongamos que se necesita calcular el valor que la función 
f (æ), analítica sobre el segmento la, b], tiene en el punto z = z*, 
z* Ela, b} con el valor absoluto dado e máximamente admisible. 

La fórmula de Taylor con el término residual en la forma de 
Lagrange para la función f (z) en el entorno del punto z = c, c € 
€ la, b] tiene la forma 


1a)=1() +0) El... 


ole" o La > eya Le me, 
' (41) 
donde € = c + 9 (z — c); iaia 
Por lo tanto, el problema de Sin de la f (x*) se reduce al 
cálculo de 
$ (2>) = Sn (1) + Rn (2%), 


donde S, (z*) es la n-ésima suma parcial de la serie: 


n 
¿ja 
Se= D (eo LA 
i=0 
(01 =14, #9 (c) =/(c)) 
y R, (2*), el valor del término residual R, (z) para z = x*: 


mes LD (c+) 


mN > 
c*= c40 (arc), 0< 0*1. 


El algoritmo de resolución del problema planteado consiste on 
lo siguiente: 

1°. Sobre el segmento [a, b] se elige un punto z = c que sea, en 
la medida de lo posible, próximo al punto z = z* y tal que la misma 
función f (z) y sus derivadas puedan ser calculadas fácilmente 
cuando z = c. 

2. Se representa e en la forma de la suma: 

E = 1 + E + 89, (1) 
donde e, es el error residual (error del método); ez, el error absoluto, 
máximamente admisible, de cálculo de S, (x*); ez, el error absoluto, 
máximamente admisible, de redondeo del resultado. Hablando en 
general, £1, 84 Y €, pueden ser números positivos arbitrarios que 
satisfagan la condición (1). 
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R (2%) =(2*—0) 


Sin embargo, en la práctica e se asigna de ordinario en la forma 
e = 107”, donde m es un número entero. En este caso suelen to- 
marse e, = 0,510” y e, = e, = 0,25:10”. Si el error de re- 
dondeo final falta, se toma e, = g, = 0,5107; e = 0. 

3”. Se elige una cantidad de sumandos en S, de un modo tal 
que se cumpla la desigualdad 


17 (2%) — Sa (24) | = | Ra (24) |< € 
4°. Se calcula cada sumando de S, de un modo tal que el valor 
aproximado S, se distinga del valor exacto S, no más que en €z. 
Para esto se calcula habitualmente cada sumando de 3, con error 
absoluto £y/(n + 1). 
5”. Se redondea la suma aproximada Sn» obtenida en el subp. 4°, 


(si Eg s4 0) hasta la magnitud Sp- 

6°. Se escribe la solución del problema planteado en la forma 
f(*) = Se +e. 

Ejemplo. Calcular e°?5 con exactitud hasta e = 0,01. 

A La fórmula de Taylor con el término residual en la forma de 
Lagrange para la función e* en el entorno del punto z = 0 tiene la 
forma 

da z 2, gres iai 
SAA t > + eb TF’ 0<0< 1. 

Puesto que al ser grandes x la serie de Taylor de la función e* 
converge más lentamente, es racional calcular el valor de e**5 en la 
forma del producto e? .8%25, 

La magnitud e* puede ser fácilmente calculada con todo grado de 
exactitud y prácticamente consideramos que el error de su cálculo 
es igual a cero. 

Tomemos ahora que los errores de redondeo y de cálculo de 
e? -e":2 son iguales a 0,005. Entonces el error de cálculo de e*.25 cons- 
tituirá e = 0,005/e? = 0,0006. 

Ahora bien, hemos reducido el cálculo de e? con la exactitud 
hasta e = 0,01 al cálculo 


a 0,257 0,257+1 
0,25 = a 0,250 1 
el» 140,224 == ES +e FM 


con exactitud hasta y = ox 
Sea luego e, = g, = 0,0003. Determinemos n, utilizando el tér- 
mino residual de la fórmula de Taylor para e* si z = 0,25: 


20,250 A —<0,0003; 0<0<1. 

Teniendo en cuenta que e%.?88 < e025 < 1,5, obtenemos n > 3. 
Por consiguiente, debemos calcular la suma 

+ 0255 


S¿=1+0,25+ 15 
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con error absoluto 0,0003. Puesto que los dos primeros sumandos ya 
están calculados con exactitud absoluta, es suficiente caleular los 
sumandos dos y tres con error absoluto máximo 0,0001, cada uno. 
Realizando los cálculos necesarios, hallamos 


S,= 1 + 0.25 + 0,0312 + 0,0026 = 1,2838. 


Multiplicando el resultado obtenido por e°, obtenemos c*S¿= 
= 9,4860 . . . Por último, redondeando hasta las centésimas partes, 
tenemos e%5 = 9,49 +0,01. A 

De un modo análogo se calculan los valores de las funciones 
trigonométricas (del seno y del coseno). Las fórmulas respectivas de 
Taylor con el término residual en la forma de Lagrange se escriben 
así: 


seno 
a E (2 

cosr=1-F+ 
A SOSA (8) 


En las fórmulas (2) y (3) el argumento debe ser expresado en ra- 
dianes y pertenecer al segmento [0, 1/4]. En este caso la convergen- 
cia de las series respectivas será bastante rápida. Hacer que el argu- 
mento pertenezca al segmento indicado se puede con ayuda de las 
fórmulas de reducción y de la relación conocida entre las fórmulas 
trigonométricas. 

Así, por ejemplo, para calcular el valor de son 2,53 hace falta 
utilizar la fórmula de reducción sen 2,53 = sen (a — 2,58); el argu- 
mento a — 2,53 pertenece al segmento (0, 7/4]. En cambio, para 
calcular el valor de cos 1,27 conviene hacer uso de la fórmula 
eos 1,27 = sen (1/2 — 1,27) y calcular el valor obtenido del seno, 
puesto que (1/2 — 1,27) € 10, 1/4]. 

Al calcular el valor del seno, la condición para la elección de la 
cantidad de sumandos n se escribirá así: 

¿ma 


ppi Ses TELO, 1/41, (4) 
y al calcular el valor del coseno, dicha condición se escribirá: 
an 
-r SeS 2610, 1/4. (5) 


Para calcular los valores de la función logarítmica la fórmula de 
desarrollo en serie 


ln {1+ 2)= zm 
+m E. mice (6) 
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es poco útil debido a la convergencia lenta cuando | xx | es próximo a 
la unidad. Además, esta fórmula no permite caleular los logaritmos 
de números mayores que dos. 

Para acelerar la convergencia y ampliar el dominio de aplicación 
transformemos la fórmula (6) del modo siguiente. Reemplazando 
en sus miembros segundo y primero z por —«x, tenemos 

2 2 ze 


ln ((—2)= =12-5 : = 


Sustrayendo de la igualdad obtenida la inicial, hallamos 
le 2, ¿an 
In q. 2 (2 ~- +3 ho +1 +...). 
Suponiendo (1 — x2)/(1 +- z) =z y teniendo en cuenta que en este 
caso a = (1 — 2)/(1 + z), obtenemos la fórmula inicial para calcu- 
lar el logaritmo natural de todo número z contenido en el intervalo 
(0, 00): 


AA 


En los cálculos prácticos el número positivo z cuyo logaritmo 
natural ha de determinarse se representa cómodamente en la forma 
siguiente: 

z=2%-z (8) 
donde m es cierto número entero y 
05<z<1. (9) 
Entonces 
hnz=mmn2 +Inz. 
El primer sumando se calcula fácilmente si se conoce m y ln 2 = 
= 0,69314718 ..., y el segundo sumando se puede hallar con ayu- 


da de la fórmula (7). En este caso en virtud do la desigualdad (9) la 
magnitud 


E= (12311 +2) (10) 
varía dentro de los límites 
0<E<1/3 (1) 
lo que facilita la convergencia rápida de la serie (7). 


Así pues, finalmente tenemos 
gan- 


Inzs=min2—2 (pE E... E) Ro (12) 


Estimemos el resto: 


pro, gan 2 gua 
B= (E T BaF3 +a) < C AE + 
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Utilizando la desigualdad (11), esta estimación puede ser trans- 
formada en una forma cómoda para compararla con los términos 
correspondientes de la serie (7): 

9 gma gan 
<A (15) 


Para calcular el valor del logaritmo decimal es necesario hacer 
uso de la fórmula 
log z = M ln z, 


donde M = log e = 0,434294481903252 ... 


§ 4.3. Método iterativo de cálculo de los valores 
de las funciones 


Consideremos un procedimiento artificial más para calcular el 
valor de una función continua sobre el segmento la, bl 


y=1(0 a) 


en el punto z = z*; 2* Ela, bl. 

Este procedimiento está basado en la utilización del método de 
Newton para resolver las ecuaciones algebraicas y trascendentes y 
consiste en lo siguiente: 

4°. La función (1) se escribe en la forma implícita y se sustituye 
en vez de z su valor z* en la expresión obtenida: 


F (a*, y) = 0. 2) 


De solución de esta ecuación sirve precisamente el valor buscado de 
la función y* = f (2*). 

2°. La ecuación (2) se resuelve por el método de Newton para lo 
cual se elige la aproximación inicial y, de un modo tal que se cumpla 


la condición 
F (u*, yo) Puy (2%, yo) > 0 6) 


y cada valor aproximado sucesivo y, (n = 1, 2, 3, . . .) se calcula 
con ayuda de la fórmula 
. 
nr (am, 2, 3, a), (4) 
y (2%, Una 

La convergencia del proceso iterativo (4) quedará asegurada si la 
función F (z*, y) satisface las condiciones de convergencia del método 
de Newton. 

Nótese que la función (1) puede representarse en la forma implíci- 
ta (2) por un conjunto infinito de métodos. Entre todos estos métodos 
ha de elegirse tal que el proceso iterativo (4) sea convergente y la 
velocidad de convergencia sea bastante grande. 

Como ejemplo importante de utilización del procedimiento indi- 
cado sirve el cálculo del valor de la función y = Y z (m = 2,3, .. .) 
en el intervalo (0, 00). 
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Para esta función en calidad de F (2*, y) es conveniente utilizar 
la expresión y” — zx. Entonces la condición (3) se transforma en la 
forma 


>VH (8 
y el proceso iterativo (4), en la forma 
a Praa? (4) 
Yn = Yni — yin =$ 


Nótese que en virtud de las propiedades de la función y” — «* 
el proceso iterativo (4') converge no sólo en caso de cumplimiento 
de la condición (3'), sino también en caso de toda aproximación 
inicial positiva (y, > 0, con la particularidad de que para todas las 
aproximaciones sucesivas se cumplirá la condición y, > VE (n= 
=d, 2, ...). 

El error del valor aproximado y, puede ser estimado del modo 
siguiente: 


= o 
Ayay V E< y LE (9080) 
o bien n 
E (yni (5) 
Puesto que el caso m = 2 es mucho más frecuente que los demás, 
demos para él una estimación más exacto del error. 
Representemos z* en la forma z* = 2*z, donde k es un número 
entero y z* € [0,5; 1). Entonces, suponiendo yọ = 2£(/», obtenemos 
e 1)" 2 1y2 
Ayn =y V < Y ($) <F Yo (+) - 
Ejemplo. Calcular 1/34 con exactitud hasta e = 1074, 
AEn consonancia con la desigualdad (3”) elegimos yy = 3,4 > 
> y 32. Luego, utilizando la fórmula (4), para 2* = 34 e yọ = 3,4 
hallamos sucesivamente y, y con ayuda de la fórmula (5) calcu- 
lamos Ayn: viesi 
A 


y=34= “a 3,247; Ayı =0,0%1; 


3,247 —34 B, 
Y =3,247 — A 3,23964; Aya = 2-1075. 
Así pues, 34 = 3,2396 +0,0001. A 
Ejercicios 


1, Haciendo uso del esquema de Horner, dividir el polinomio 

lA a s por el binomio z — 3 
. ¿Es Ẹ =1 la raíz de la ecuación x* + 22° — 3 = 0? 

3. Haciendo uso del desarrollo en serie de potencias, calcular con 
exactitud hasta e = 0,001; a) sen 25% b) cos 20% c) In 4; d) Ve; 
e) cos 36°; f) sen 18°. 

4. Haciendo uso del método iterativo, calcular con exactitud 


hasta e = 0,0005: a) V'12; b} V 56; c) V 22. 
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CAPITULO Y 


Métodos de resolución de las 
ecuaciones no lineales 


$ 5.1. Ecuaciones algebraicas y trascendentes 


En los problemas prácticos se necesita con frecuencia resolver 
las ecuaciones. Toda ecuación con una incógnita puede ser repre- 
sentada en la forma 


i 9 (7) = g (2), (1) 


donde q (z) y g (z) son las funciones dadas, definidas sobre cierto 
conjunto numérico X llamado dominio de valores admisibles de la 
ecuación. 

La ecuación con una incógnita puede escribirse en la forma 


1 (x) =0. 2 


En efecto, transponiendo g (x) al primer miembro de la ecuación (1), 
tenemos la ecuación. q (z) — g (z) = 0 equivalente a (1). Si desig- 
namos el primer miembro de la última ecuación con f (z), obtenemos 
la ecuación (2). 

El conjunto de los valores de la variable z con los cuales Ja ecua- 
ción (1) se transforma en identidad se llama solución de esta ecua- 
ción y cada valor z de este conjunto se denomina raíz de la ecuación. 

Por ejemplo, la ecuación z? = 2 — z tiene las raíces 1, = —2 y 
xy = 1. Sustituyendo —2 y 1 en la ecuación dada en vez de z, obte- 
nemos las identidades: (—2} = 2 — (—2), o sea, 4=4; 1? = 
=2— 1, o sea, 1= 1. 

Resolver una ecuación quiere decir hallar el conjunto de todas 
las raíces de esta ecuación. Este conjunto puede ser finito o infinito. 
Así, la ecuación recién considerada tiene dos raíces. La ecuación 
sen x = 0 tiene la solución z = an (n = 0, +1, +2, ...). Asig- 
nando a z distintos valores, oblenernos un conjunto infinito de raíces. 

El conjunto de varias ecuaciones con varias incógnitas se llama 
sistema de ecuaciones (la incógnita designada con la misma letra en 
cada una de las ecuaciones debe denotar la misma magnitud incógnita). 

Se llama solución de un sistema de ecuaciones con varias incógnitas 
el conjunto de los valores de estas incógnitas el cual convierte en 
identidad cada ecuación del sistema. 

Por ejemplo, el sistema 


AL 
+y=3 
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tiene la solución z = 2, y = 1, ya que con estos valores de las in- 
cógnitas las ecuaciones del sistema se convierten en identidades: 
4+1=5,24+1=3. 

Resolver un sistema de ecuaciones significa hallar el conjunto de 
todas sus soluciones o mostrar que este sistema no tiene soluciones. 

De todo el conjunto de las ecuaciones se destaca con frecuencia 
la clase de ecuaciones algebraicas que poseen varias particularida- 
des características que se utilizan a resolverlas. Se denomina ecua- 
ción algebraica con una incógnita a la ecuación que tiene la forma 


at” + at + aa t A F ant H Gn = O. (3) 


Aquí n es el número positivo entero llamado grado de la ecuación. 
De otro tipo frecuente de ecuaciones sirven las ecuaciones irra- 
cionales en las cuales las variables incógnitas se hallan bajo el signo 
de radical. 
Por ejemplo: 3z? — 4z + Yx—4=0. 


Al mismo tiempo la ecuación Yi + 5r +r V2 — 3y T= 0 no 
es irracional, puesto que z no está bajo el signo de radical. 

Si la ecuación (3) está obtenida transformando cualquier otra 
ecuación, por ejemplo la irracional, es necesario tener en cuenta que 
las funciones que forman parte de la ecuación inicial pueden ser 
definidas no en el todo eje numérico como esto tiene lugar en la 
ecuación algebraica. 

Por ejemplo, la ecuación 


Vi-24+Y8=x=3 
después de suprimir la irracionalidad tomará la forma 
42? — 322 — 73 =0. 


Sin embargo, la ecuación inicial está definida no en todo el eje 
numérico sino para las z que pertenecen al segmento (2, 6]. 

Los números Ap, 44, - - -, 4, se denominan coeficientes de la ecua- 
ción (3), pueden ser tanto reales como complejos. A continuación se 
considerarán ecuaciones algebraicas de la forma (3) sólo en caso de 
tener coeficientes reales. 

Las ecuaciones que contienen funciones trascendentes: función 
exponencial a”, función logarítmica log, z, funciones trigonométri- 
cas sen 7, cos z, tg zx, ctg z, funciones trigonométricas inversas y 
otras, se reúnen bajo el nombre común de ecuaciones trascendentes las 
cuales junto con las ecuaciones algebraicas cuyo grado supera el pri- 
mero suelen llamarse ecuaciones no lineales. 

La resolución de ecuación con una incógnita consiste en la deter- 
minación de las raíces, o sea, los valores de z que convierten la ecua- 
ción en identidad. Las raíces de una ecuación pueden ser reales y na 
reales (complejas). 

Se puede hallar los valores exactos de las raíces de una ecuación 
sólo en los casos excepcionales, por lo general, cuando existe cual- 
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quier fórmula simple para calcular los valores de las raíces, tal que 
permita expresarlos por las magnitudes conocidas. 

Así, para determinar las raíces de la ecuación cuadrática que 
tiene la forma 14% + px+q=0 se utiliza la fórmula 


z 
n=- y Log. a) 


Para resolver la ecuación cúbica que tiene la forma <° + pz + g = 0 
se emplea la fórmula 


3 ANS a A 
2 P g p 
p V-++ VIH V- Vi. 0 
No obstante, la aplicación práctica de esta fórmula presenta muchas 
dificultades y se necesita utilizar números complejos. 

Para resolver una ecuación de cuarto grado también existe el 
algoritmo, pero es tan complicado que prácticamente no se emplea 
y no vamos a considerarlo. 

El matemático noruego Abel demostró que para n > 5 no existe 
ninguna fórmula que oxprese la solución de la ecuación algebraica (3) 
a través de sus coeficientes con ayuda de las operaciones aritméti- 
cas y de la extracción de las raíces. Únicamente para algunos casos 
particulares de las ecuaciones algebraicas cuyo grado es más de 
cuatro pueden existir las fórmulas de solución. 

Además, los coeficientes de algunas ecuaciones son números apro- 
ximados y, por consiguiente, la cuestión acerca de la determinación 
de las raíces exactas no puede ser planteada de ningún modo. 

Por eso adquieren gran importancia los métodos de cálculo apro- 
ximado do las raíces de la ecuación f (z) = 0. 

Al resolver muchos problemas prácticos la solución exacta de 
una ecuación no siempre es necesaria. El problema de determinación 
de las raíces se considera resuelto si las raíces están calculadas con 
el grado prefijado de precisión. 

Entonces ¿cómo es necesario entender la afirmación «la raíz está 
calculada con el grado prefijado de precisión»? Sea E la raíz de la 
ecuación y z, su valor aproximado con exactitud hasta e; esto quiere 
decir que | E — x | < e. Si se ha determinado que la raíz buscada E 
está oncerrada entre los números a y b, o sea a < Ẹ < b, con la 
particularidad de que b — a< e, entonces los números a y b son 
valores aproximados de la raíz E, con defecto y con exceso, respecti- 
vamente, con exactitud hasta e, ya que |E—a|<b—a<e 
y li—b|<b—a<e. Por valor aproximado de la raíz Ẹ con 
exactitud hasta e se puede tomar todo número comprendido entre 
ayb. 

En la práctica, siempre que esté determinado que la raíz Ẹ per- 
tenece al segmento la, b], por su valor aproximado se toma el centro 
de este segmento y en este caso el error no superará la mitad de la 


longitud del segmento E = EE EE = . 
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Así, por ejemplo, si la raíz E está encerrada entre 23,07 y 23,10, 
o sea 23,07 < ¿< 23,10, por valor aproximado de la raíz se 


toma A 


2240-25 — 0,015. Así que E = 23,085 + 0,015. 


En este capítulo consideraremos los métodos de resolución apro- 
ximada de las ecuaciones y de los sistemas de ecuaciones. Algunos de 
estos métodos son igualmente aplicable a la determinación de las 
raíces tanto de las ecuaciones trascendentes como algebraicas. Otros 
métodos son aplicables únicamente a las ecuaciones algebraicas. 


= 23,085 y el error de este valor aproximado 


$ 5.2. Separación de las raíces 


El proceso de determinación de los valores aproximados de las 
raíces de ecuaciones se subdivide en dos etapas: 1) separación de las 
raíces; 2) determinación más 
exacta de las raíces hasta el y 
grado prefijado de precisión. 

En este párrafo consideramos 
la primera etapa, o sea, la sepa- 
ración de las raíces. 

La raíz E de la ecuación 
f(x) =0 se considera separada 
sobre el segmento la, b) si en 


este segmento la ecuación f(x) = 0 EA Es T 
no tiene otras raíces. 5 
Separar las raíces quiere decir qe 
partir todo el dominio de los 
valores admisibles en segmentos Fig. 5.1 


en cada uno de los cuales se 
contiene una sola raíz. La separación de las raíces puede realizarse 
por dos métodos: el gráfico y el analítico. 

Método gráfico de separación de las raíces. Procedimiento I. 
Las raíces se separan fácilmente si está construido el gráfico de la 
función y = f (z). Los puntos de intersección del gráfico con el eje Oz 
dan los valores de la raíz y por el gráfico no es difícil determinar 
dos números a y b entre los cuales está encerrada una sola raíz 
(fig. 5.1). 

Procedimiento 11. Todos los términos de la ecuación se dividen en 
dos grupos uno de los cuales se escribe en el primer miembro de la 
ecuación y el otro, en el segundo miembro, o sea, la representan en la 
forma de q (z) = g (2). Luego se trazan los gráficos de dos funciones 

= q (z) e y = g (z). Las abscisas de los puntos de intersección 
de estas dos funciones sirven precisamente de raíces de la ecuación 
dada. Supongamos que el punto de intersección de los gráficos tiene 
la abscisa zo, las ordenadas de ambos gráficos en este punto son igua- 
les entre sí, o sea, y (£o) = g (xo). De esta igualdad se deduce que zo 
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es la raíz de la ecuación (fig. 5.2). Por el gráfico so determinan dos 
números a y b entre los cuales está encerrada la raíz. 

Ejemplo 1. Determinar gráficamente entre qué números enteros 
están encerradas las raíces de la ecuación 1% — 3x— 1 = 0. 

A Procedimiento I. Construyamos el gráfico de la función y= 
=% — 3 — 1 (fig. 5.3) y determinemos las abscisas de los puntos 
de intersección de este gráfico con el eje Oz. La curva corta el eje Oz 
en tres puntos; por lo tanto, la ecuación tiene tres raíces reales 
(nótese que la ecuación algebraica de tercer grado tiene ora una raíz 


Fig. 5.2 Fig. 5.3 


real ora tres raíces reales). Del dibujo se ve que las raíces pertenecen 
a los segmentos [—2, —4], [—4, 0), [1, 3 

Procedimiento IT. Representemos la ecuación dada en la forma 
<? = 3z + 1 y tracemos los gráficos de las funciones y = z? e y = 
= 3x + 1 (fig. 5.4). Las abscisas de los puntos de intersección de los 
gráficos de estas funciones son raíces de la ecuación dada. Del dibujo 
es fácil determinar los intervalos de aislamiento de las raíces. A 

Ejemplo 2. Separar gráficamente las raíces de la ecuación log z — 
— 3r 4+ 5=0. 

A Escribamos la ecuación del modo siguiente: log z = 3z — 5. 
Las funciones en los miembros primero y segundo de la ecnación 
tienen el dominio común de definición: el intervalo 0 < z < +00. 
Por eso buscaremos las raíces precisamente en este intervalo. 

Trazamos los gráficos de las funciones y = log z e y = 3r — 5 
(fig. 5.5). La recta y = 3z — 5 corta la curva logarítmica en dos 
puntos. En el dibujo es difícil mostrar la intersección de los gráficos 
de estas funciones en el primer punto; no obstante, teniendo en cuenta 
que la rama inferior de la curva logarítmica se aproxima ilimitada- 
mente al eje Oy, se puede suponer que los gráficos se cortarán cerca 
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del punto de intersección del gráfico de la función y = 3z — 5 
y el eje e Así pues, las raíces se sitúan sobre los segmentos [0; 0,5] 
y l4, 24 

Ejemplo 3. Separar gráficamente las raíces de la ecuación z — 
— cos a =0. 

A Escribamos la ecuación en la forma z = cos zy construyamos 
los gráficos de las funciones y = zey = cosg en el intervalo 


y=lqr 


Fig. 54 Fig. 5.5 


—1/2 < z < 1/2. Los gráficos de las funciones se cortan en un punto; 
en el intervalo dado la ecuación tiene la única raíz. Teniendo en 
cuenta las propiedades de las funciones y = z e y = cos z, se puede 
cerciorarse de que fuera de este intervalo la ecuación dada no tiene 
raíces. En caso de una construcción más exacta del dibujo determi- 
namos que la raíz se sitúa en el segmento 10,6; 0,8) (fig. 5.6). A 

Ejemplo 4. Separar gráficamente por dos procedimientos las 
raíces de la ecuación 2% — 5z — 3 = 0. 

A Procedimiento I. Construyamos el gráfico de la función y = 
= 2% — 5z — 3 y determinemos las abscisas de los puntos de inter- 


167 


sección de este gráfico con el eje Ox. La curva corta el eje Ox en dos 
puntos; por consiguiente, la ecuación dada tiene dos raíces reales, 
Del dibujo se ve que las raíces se sitúan en los segmentos [—1, 0] 
y [4, 5] (fig. 5.7). 


Fig. 5.7 Fig. 58 


Procedimiento 1£. Representemos la ecuación dada en la forma 
=5x +3 y tracemos los gráficos de las funciones y == 2 e 
= 5z + 3. Determinemos las abscisas de los puntos de intersección 
de los gráficos de estas funciones; estas abscisas son las raíces de la 
ecuación dada. Obtenemos los mismos intervalos de aislamiento de 
las raíces [—1, 0] y [4, 5] (fig. 5.8). A 
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Observación. Supongamos que el gráfico de la función y = f (z) 
tiene la forma representada en la fig. 5.9. La curva corta tres voces 
el eje de abscisas; por lo tanto, la ecuación tiene tres raíces simples. 

En cambio, si la curva toca el eje de abscisas (fig. 5.10), la ecua- 
ción tiene una raíz doble. Por ejemplo, la ecuación a? — 3z + 2 = 0 


tiene tres raíces: z} = —2; z, = Z, = 1 (fig. 5.11). 
Y 
0 Ly Lo A y 
Fig. 5.9 Fig. 540 


No obstante, si la ecuación tiene una raíz real triple, en el lugar 
de contacto con el eje la curva y = f (zx) tiene un punto de inflexión 
(fig. 5.12). Por ejemplo, la ecuación z? — 3z? + 3z — 1 = 0 tiene 
la raíz triple igual a la unidad (fig. 5.13). 


y 
X y 
x 
A 
4 
X 
Y ES 
Fig. 544 Fig. 542 


El método gráfico de separación de las raíces no posee gran pre- 
cisión. Ofrece la posibilidad de determinar aproximadamente los 
intervalos de aislamiento de las raíces. Luego las raíces se precisan, 
haciendo uso de los procedimientos indicados posteriormente. 

Método analítico de separación de las raíces. Analíticamente 
las raíces de la ecuación f (z) = 0 pueden ser separadas utilizando 
algunas propiedades de las funciones, propiedades que se estudian 
en el curso de análisis matemático. 
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Exponemos ahora algunas nociones contenidas en el análisis 
matemático las cuales necesitaremos posteriormente. 

Si la función f (z) se da analíticamente, entonces se llama domi- 
nio de existencia (dominio de definición) de la función el conjunto do 
todos aquellos valores reales del argumento con los cuales lá expre- 
sión analítica que define la función no pierde sentido numérico 
y toma sólo los valores reales. 

La función y = f (z) se denomina monótona en el intervalo dado 
si para todos valores z, > z, contenidos en este intervalo satisface 

la condición f (x3) > f (zı) (fun- 

ZA > ción no decreciente) o bien 

Í (2a) < f (21) (función no cre- 

ciente). En cambio, si para todos 

valores z > z, perteneciontes al 

intervalo dado f(x) >f (zı) 

(función creciente) o bien 

Fx) f (z,) (función decreciente), 

entonces b función f (z) se deno- 
mina estrictamente monótona. 

Si la función continua y = f (z) 
tiene la derivada en todos los 
puntos interiores del intervalo 
dado, la condición necesaria y 
suficiente de monotonía de la 
función en este intervalo es el 
cumplimiento de la desigualdad 
P(9>00/()<0. 

Supongamos que sobre el 

Fig. 5.13 segmento la, b) la función f (x) 

es continua y toma en los extre- 

mos del segmento los valores de signos contrarios, y la derivada 

f' (z) mantiene un signo constante sobre el intervalo (a, b). 

Entonces si en todos los puntos del intervalo (a, b) la primera 

derivada es positiva, o sea, f' (1) >0, la función f(x) en este 
intervalo crece: f (22) > f (21) para z, > q (fig. 5.14, a, c). 

En cambio, sien todos los puntos del intervalo (a, b) la primera 
derivada es negativa, o sea f' (z) < 0, la función en este intervalo de- 
crece: f (z) < f (x,) para z, >z, (fig. 5.14, b, d). De raíz de la 
función sirve la abscisa del punto de intersección del gráfico de la 
función f (z) con el eje Oz. 

Supongamos que sobre el segmento [a, b] la función f (z) tiene 
la derivada de segundo ordon que conserva un signo constante en 
todo el segmento. Entonces si f” (z) >O, el gráfico de la función 
es convexo hacia abajo (fig. 5.14, a, d); en cambio, si f”(2)<0, el 
gráfico de la función es convezo hacia arriba (fig. 5.14, b, c). 

Los puntos en los cuales la primera derivada de la función es 
igual a cero, así como también tales en los cuales ella no existe (por 
ejemplo, se convierte en infinito), pero la función conserva su con- 
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tinuidad, se llaman críticos (este criterio es criterio necesario del 
extremo). 

Si la función f (z) es continua sobre el segmento la, b], entonces 
en este segmento siempre hay puntos en los cuales ella toma los valo- 
res máximo y mínimo. La función alcanza estos valores ora en los 
puntos críticos ora en los extremos del segmento. Por consiguiente, 


aj 
y » >» 
2 
7 Es T 
A 
6 
a? 
Ha) <0, fltj>0 Hlaj>0, f(01=0 
iz) >0, FiapO Fiz), Fiaj=0 
9 aj 
ti YA, 


g Da pr 
B 
fa)<o, flej>0 tlaj>0, F18)=0 
Fiz)>0, Ft2J<0 Fíe)<0, Flzj=0 
Fig. 544 


para determinar los valores máximo y mínimo de la función sobre 
ol segmento es necesario: 1) determinar los puntos críticos. de la fun- 
ción; 2) calcular los valores de la función en los puntos críticos y en 
los extremos del segmento la, bl; 3) el mayor de los valores hallados 
on el subpárr. 2 será valor máximo de la función en el segmento y el 
menor será valoc mínimo de la misma. 

Enunciemos, sin demostrarlos, Jos teoremas cuyo conocimiento 
es necesario al separar las raíces. 

Teorema 1. Si la función j (x) es continua sobre el segmento la, bÌ 
y toma en los extremos de este segmento los valores de signos opuestos, 
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ann A segmento la, b] existe, al menos, una raíz de la ecuación 
(1) = 0. 

Teorema 2. Si la función f (z) es continua y estrictamente monótona 
sobre el segmento la, b] y toma en los extremos del mismo los valores de 
signos opuestos, entonces dentro del segmento la, b] hay una raíz de la 
ecuación f(z) =0 y esta raíz es la única. 

Teorema 3. Si la función f (z) es continua sobre el segmento la, b) 
y toma en sus extremos los valores de signos opuestos y la derivada [' (x) 
existe y conserva un signo constante dentro del segmento, o sea f' (x) >0 
o bien f' (x) <0, entonces dentro del segmento existe una raíz de la 
ecuación f (1) = 0 y esta raíz es la única. ` 

Do acuerdo con lo expuesto anteriormente se puede recomendar 
el orden siguiente de operaciones para separar las raíces valiéndoso 
del método analítico: 

1) se halla f’ (z), o sea, la primera derivada; 

2) se hace la tabla de signos de la función f (2) suponiendo z 
igual: a) a los valores críticos (raíces) de la derivada o a los valores 
próximos a estos últimos; b) a los valores de frontera (partiendo del 
dominio de los valores admisibles de la incógnita); 

3) se determinan los intervalos en cuyos extremos la función 
toma los valores de signos contrarios. Dentro de estos intervalos se 
contiene, cada vez, una y una sola raíz. 

Ejemplo 5. Separar las raíces de la ecuación 2% — 5z — 3 = 0 
con ayuda del método analítico, 

A Designemos j (z) = 2* — 5x— 3. El dominio de definición 
de la función f (x): todo el eje numérico. Determinemos la primora 
derivada f' (z) = 2% In 2 — 5 i 

Igualamos a cero esta derivada y calculamos la raíz: 

2* iu 2 — 5 = 0; 2 In 2 = 5; 2 = 5/ln 2; 
z log 2 = log 5 — log In 2; 

log5—logIn2 __ 0,69904-0,1592 0,8582 

TI = i0 0,3010 2,85. 


Hacemos la tabla de signos de la función f (x) suponiendo æ 
igual: a) a los valores críticos (raíces de la derivada) o a los valores 
próximos a estos últimos; b) a los valores de frontera (partiendo del 
dominio de los valores admisibles de la incógnita): 

z [-0| 2 | 3 |+% 
Signo de fe) | + | - | -|+ 

La ecuación tiene dos raíces, ya que ocurren dos cambios de signo 
de la función. Hagamos una nueva tabla con intervalos 

más pequeños de aislamiento de la raíz: 

z | —4 ¡0J1/2/8/4]/5 


signo de fœ) | + |—|-|-|-1—|+ 


Las raíces de la ecuación están encerradas en los intervalos 
(1, 0) y (4, 5). A 
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$ 5.3. Determinación máx exacta de las raíces. 
Método de pruebas 


El párrafo precedente ha sido dodicado a la primera de las etapas 
de resolución aproximada de las ecuaciones algebraicas y trascen- 
dentes, o sea, a la separación de las raíces. 

La segunda etapa consiste en determinar más exactamente las 
raíces, es decir, en llevarlas al grado prefijado de precisión. En este 
párrafo consideramos algunos procedimientos para precisar las raí- 
ces los cuales se emplean al resolver las ecuaciones algebraicas y tras- 


Fig. 545 


cendentes. No obstante, existen los procodimientos que son aplicables 
sólo para la resolución de las ecuaciones algebraicas. Vamos a exa- 
minarlos a continuación. 

Supongamos que se da la ecuación f (z) = 0, donde f (x) es 
la función continua. Se necesita hallar la raíz de esta ecuación E 
con exactitud hasta e, donde e es cierto número positivo suficiente- 
mente pequeño. 

Vamos a suponer que la raíz E está separada y se encuentra sobre 
el segmento la, bl, o sea, tiene lugar la desigualdad a < E < b. 
En este caso por valor aproximado de la raíz se toma el centro del 

a+b E a b—a 
segmento == y el error de este valor aproximado es igual a 7 
Por eso, si b — a < 2e, la exactitud requerida está alcanzada y se 
toma E= 2 +e. En cambio, si b—a> 2e, es necesario 
estrechar el intervalo sobre el cual está la raíz E, o sea, elegir ales 
números 4 y b que se cumplan las desigualdades siguientes: 


a<iE<b y b—a<2e. 


Supongamos que la raíz E de la ecuación f (z) = 0 if (z) es una 
función continua] está separada sobre el segmento la, bl, o sea 
f (a)-f (b) < 0, con la particularidad de que b — a < 2e. Se nece- 
sita hallar el valor de la raíz £ con exactitud hasta e (fig. 5.15). 
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Sobre el segmento [a, b] elegimos de un modo arbitrario el punto 
a, que lo divide en dos segmentos la, a,l y [a,, bl. De estos dos seg- 
mentos hay que elegir aquél en cuyos extremos la función toma los 
valores contrarios en signo. En el caso en cuestión f (a)-f (a) >0, 
T (a)-f (b) < 0, por eso conviene elegir el segmento [a,, bl. Luego, 
sobre este segmento estrechado volvamos a tomar arbitrariamente el 
punto a, y determinemos los signos de los productos f (a;):f (as) 
y f (a,) of (b). Puesto que f (a,)-f (b) < 0, escogemos el segmento 
[a,, b]. Continuamos este proceso hasta que la longitud del segmento, 
sobre el cual está la raíz, llegue a ser menor que 2g. Obtenemos la 


Fig. 5.16 


raíz £ como media aritmética de los extremos del segmento deter- 
minado, con la particularidad de que el error de la raíz no supera 8. 

El método considerado se llama método de pruebas. 

En la forma descrita anteriormente el método de pruebas no se 
emplea en los ordenadores. Para hacer programas y cálculos en los 
EEPDACaS éste so aplica en la forma del llamado método de bisec- 
ción. 

Supongamos que la raíz E de la ecuación f (x) = 0 está separada 
y so halla sobre el segmento [a, b], o sea, f (a)-f (b) < 0, con la 
particularidad de que b — a > 2e [aquí f (z) es una función conti- 
nual. Al igual que antes, tomemos sobre el segmento la, b] un punto 
intermedio, pero no de un modo arbitrario sino así que éste sea el 
centro del segmento la, bl. o sea, c = (a + D)/2. Entonces el seg- 
mento (a, b] se divide por el punto c en dos segmentos iguales fa, c} 
y le, b] cuyas longitudes son iguales a (b — a)/2 (fig. 5.16). Sif (c) = 
= Q, entonces c es la raíz exacta de la ecuación f (z) = 0. En cambio, 
si f (c) 4 0, entonces de dos segmentos obtenidos [a, cl y le, bl 
elegimos aquél en cuyos extremos la función f (x) toma los valores 
de signos opnestos. Designémoslo [a,, b,]. Luego bisecamos también 
el segmento la,, b,] y razonamos de un modo análogo. Obtenemos 
el segmento [2,, bal cuya longitud es igual a (b — a)/2*. El proceso 
de bisección del segmento se leva a cabo hasta que en cierta n-ésima 
etapa el centro del segmento resulte ser la raíz de la ecuación (caso 
muy raro en la práctica) o bien se obtenga el segmento lan, bnl 
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tal que bp — 4, = (b — a)i?" < 2e y an <ES ba (el número 
n indica la cantidad de bisecciones efectuadas). Los números an 
y bn son las raíces de la ecuación f (z) = 0 con exactitud hasta 2e. 
Según hemos señalado anteriormente por valor aproximado de la 
raíz es necesario tomar ¿ = (2, + bn)/2, con la particularidad de 
que el error no supera (b — a)/2%< e. 

Ejemplo 1. Haciendo uso del método de pruebas, precisar hasta 
e = 107% la menor raíz de la ecuación z? + 3z? — 3 = 0. 

A Separamos las raíces de la ecuación analíticamente. La fun- 
ción f (z) = a* + 32? — 3 está definida sobre todo el eje numérico. 
Igualamos a cero f’ (z) y calculamos la raíz de la derivada: 


F (2) = 32 + 6r; 3*48r0=0; z(2+2=0; a =0; 
z, = —2. 


Hacemos la tabla de los signos de la función: 
z | -œ | -2 | —1 10]4] +% 
signo de 1631 = PF | =1=FH + 


Vemos que la primera raíz se contiene en el intervalo (— oo, -2). 


Tomemos para la prueba z= —3 y determinemos f (—3) = —3; 
z |-3 | -2 |-4 0/1 
Signo de l = la jak 


Por lo tanto, las raíces de la ecuación z? + 32? — 3 = 0 se con- 
tienen en los intervalos (—3; —2), (—2, —4), (0, 1). 

Precisemos la menor raíz que está en el intervalo (—3, --2) 
valiéndonos del método de bisección. Para la comodidad do los cáleu- 
los hagamos la tabla (véase la tabla 5.1). Los signos «—» y «+» 
presentes en los índices superiores a, y bn significan que f (an) < 0 
y 1 (bn) >0. 


Tabla 5,1 
a, | 3%, | 1n) 
45,625 18,750 0,125 
—20,800 
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Así pues, la raíz de la ecuación z ~ —2,533. A 

Ejemplo 2. Separar gráficamente la raíz de la ecuación 2* X 
X logs (© +1) = 1. Haciendo uso del método de pruebas, cal- 
cular esta raíz con exactitud e = 1072 

A Representemos la ecuación en la forma log,.5 (£ + 1) = 1/2? 
y construyamos los gráficos de las funciones y = logp,s (x + 1) 


Fig. 5.47 


e y = 1/22. De la fig. 5.17 se ve que la ecuación tiene una sola raíz 
x, œ —0,7. Determinemos los signos de la función a la izquierda 
y a la derecha de z;: 


z |-0,8| —0,5 
Signo de f) | + | — 
Para la comodidad de los cálculos pasemos a los logaritmos decimales 


=e lgetD 4 qn eet 
ora T Loa 1. 


Hagamos la siguiente tabla (tabla 5.2): 


Tabla 5.2 
n ah log (<p + 1) Flan) 
0| —0,8 --0,5 —0,65 0,4225 0,4559 —0,360 
1| 2,8 —0,65 —0,73 0,5329 0,5686 —0,0067 
2| —0,73 —0,65 —0,69 0,4761 —0,5086 —0,196 
3| —0,3 —0,69 0,71 0, —0,5376 —0,0% 
áj —0,73 —0,A 


Así pues, zı = —0,72. A 


$ 5.4. Método de las cuerdas 


El método de las cuerdas es uno de los más difundidos de resolu- 
ción de las ecuaciones algebraicas y trascendentes. En los manuales 
se utilizan también otros sus nombres: «método de posición falsa» 
(regula falsi), «método de interpolación lineal» y «método de las 
partes proporcionales». 

Supongamos que se da la ecuación f (z) = 0, donde f(x) es una 
función continua que tiene en el intervalo (a, b) las derivadas de 
primer orden y de segundo orden. La raíz se considera separada y se 
halla sobre el segmento [a, bl, o sea, f (a)-f (b) < 0. 

La idea del método de las cuerdas consiste en que al sor suficiente- 
mente pequeño el intervalo [a, bl ol arco de la curva y = f (z) se 


L 
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Fig. 5.18 


reemplaza por la cuerda que lo subtiende. En calidad de valor apro- 
ximado de la raíz se toma el punto do intersección de la cuerda con 
el ejo Ox. 

Antes hemos examinado diferentes variantes de disposición del 
arco de la curva en función de los signos de las derivadas primera 
y segunda. 

Caso I. Las derivadas primera y segunda tienen los mismos sig- 
nos, o sea f’ (x)-f” (z) > 0. Supongamos, por ejemplo, que f (a) < Ô, 
f (b) > 0, f (2) >0, f" (2) >0 (fig. 5.18, a). El gráfico de la fun- 
ción pasa por los puntos A, (a; f (a), B (b; f (b)). La raíz buscada 
de la ecuación f (z) = 0 es la abscisa del punto de intersección del 
gráfico y = f (z) con el eje Ox. Desconocemos este punto, pero en 
vez de él tomamos el punto z, de intersección de la cuerda ÁB con 
el eje Ox. Éste es precisamente el valor aproximado de la raíz, 

La ecuación de la cuerda que atraviosa los puntos A, y B tiene 
la forma 

-fi Eë 
16ta ba: 
Determinemos el valor z = z, para el cual y = 0: 
t (a) (b—a) 
TO" (mM 


12-546 177 


u=a— 


Ahora la raíz E se halla dentro del segmento Lx, bl. Si el valor de la 
raíz z; no nos salisface, podemos precisarlo, aplicando el método de 
las cuerdas al segmento Íz,, b}. Unimos el punto A; (zu; f (2:)) con 
el punto B (b; f (b)) y hallamos z,, o sea, el punto de intersección 
de la cuerda A,B con el eje Ox: 

iba) 

HO 


Continuando este procesó, tenemos 


HO) 
1227076) 


T=% — 


y en general 
E Í (Zn) (029) 
Ema En 0) Fe) D 
El proceso continúa hasta que obtengamos la raíz aproximada con 
el grado prefijado de precisión. 


2) 


Fig. 549 


Con ayuda de las fórmulas recién dadas se calculan también las 
raíces cuando f (a) > 0, f (b) < 0, f’ (2) < 0, $” (2) < 0 (fig. 5.18,b). 
Caso II. Las derivadas primera y segunda tienen los signos opues- 
tos, o sea, f’ (z)-f" (z) < 0. Sea, por ejemplo, f (a) >0, f (b) < 0, 
f (2) <0, $” (z) >0 (tig. 5.19, a). Unimos los puntos A (a; f (a)} 
y Bee: j (b)) y escribimos la ecuación de la cuerda que pasa por 
y Bo: 
En o ae, 
TOS ICI 
Determinemos z, como punto de intersección de la cuerda con el 
eje Ox, suponiendo y = 0: 
1 (0) (2—a) 8) 


a=b 70T 
La raíz E está encerrada ahora dentro del segmento la, s,}. Apli- 
cando el método de las cuerdas al segmento la, x,1, obtenemos 


1ed ta 
ISO o 


A 
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y en general 
f(2n) (2n—a) 
Ten- * a 

Con ayuda de estas mismas fórmulas se determina el valor apro- 
ximado de la raíz también cuando f (a) < 0, f (b) >0, f’ (z) >0, 
j” (2) <0 (fig. 5.49, b). 

Por lo tanto, si f' (x)-f” (z) >0, la raíz aproximada se calcula 
por las fórmulas o y (2); en cambio, si f’ (z)-f” (z) < 0, se calcula 
por las fórmulas (3) y (4). 

Sin embargo, la elección de unas u otras fórmulas se puede llevar 
a cabo valiéndose de una regla simple: como extremo fijo del segmento 
sirve aquél para el cual el signo de la función coincide con el signo de 
la segunda derivada. 

Si f (b)-f” (x) > 0, es fijo el extremo b y en calidad de aproxi- 
mación inicial hace falta tomar el extremo a [fórmulas (1) y (2)]. 
En cambio, si f (a)-f” (x) > 0, es fijo el extremo a y en calidad de 
ee: inicial es necesario tomar el extremo b [fórmulas (3) 
y (4) 

Ahora bien, como resultado de aplicación reiterada de las fór- 
mulas (2) ó (4) obtenemos la sucesión monótona zı, Tg, Lg, -> Zn 
que converge hacia el valor de la raíz E. 

Al estimar el error de aproximación se puede utilizar la fórmula 


1E — En | < | 2n — toa l; (5) 


donde E es el valor exacto de la raíz y 2, -, y 2, son las aproxima- 
ciones a éste obtenidas en los pasos n — 1 y n. Se puede hacer uso 
de ella si se cumple la condición 


M<2m, donde M = máx if (2) |, m=mín|f' (2) |. (6) 
[a,b] [a,b] 


Tanti = Tn — 


Ejemplo 1. Con ayuda del método de las cuerdas precisar hasta 
e = 0,001 la menor raíz de la ecuación z? + 3z? — 3 = 0. Las raíces 
de la ecuación están separadas y la menor raíz se contiene sobre el 
segmento [—3, —2] (véase el ejemplo 1, $ 5.3). 

A Verificamos el cumplimiento de la condición (6): 


IF (2) | = | 82 + 6z |; 
M= máx |f (z)| =127— 18| = 9; 
t-83, -2) 
m= mín I= 12—42] =0; M4 2m. 


Tomamos el centro del segmento [—3, —2], o sea, el punto z = 
= —2,5 y eligimos el intervalo [—3; —2,5]. Volvemos a verificar 
el cumplimiento de la condición (6): 

M= máx I£(H)]|=9 m= mín |f ()|= 3,75 

[-3, -2,5] [-3 2,51 
M 42m. 
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Tomamos ahora el centro del segmento [—3; —2,5], o sea, el 
punto z = —2,75; tenemos f (—2,75) < 0, f (-2,5) >0, f (—3) < 
<0; elegimos el segmento [—2,75; —2,5]. Encontramos 
M= máx |f (=) = 6,189; m= mín 17 (0) 1 = 3,75, 

12,75; -2,51 12,76; — 2,5] 
o sea, en este caso está cumplida la condición M < 2m. 

Ahora bien, para estimar el error de la raíz que está sobre el seg- 
mento [—2, 75; —2,5] se puede hacer uso de la fórmula (5): 
lġ— an| < | Zn —%n 1 |, o sea, el proceso de aproximación sucesiva 
a la raíz ha de continuarse hasta que quede cumplida la condición 
| En — Ina | S e 

Vamos a determinar el signo de la segunda derivada y con ayuda 
de qué fórmula hace falta llevar a cabo los cálculos. Hallamos 
f” (1) = 6z + 6; sobre el segmento [--2,75; —2,5] tienen lugar las 
desigualdades f (-—-2,75) < 0, j(—2,75)-f” (x) >0. Esto quiere 
decir que por extremo fijo del segmento hay que tomar z = —2,75. 
Entonces es necesario realizar los cálenlos valiéndose de las fórmu- 
las (3) y (4): 


t 


fala. e Í (2n) (En a) 
O = nTn O 
donde a = --2,75 y f (a) = —1,111. Si la última expresión se re- 
presenta en la forma 


Í (En) (2n—2) 


Tasi — Tn = — Fn 


inmediatamente se puede obtener la diferencia entre dos aproxima- 
ciones sucesivas y llevar a cabo la verificación del fin de los cálculos, 
o sea, comprobar el cumplimiento do la desigualdad | £n+1 — Ln | S 
S e 


Es cómodo realizar todos los cálculos en la tabla siguiente: 
Tabla 5,8 


Ey. =a | -L 6-0 
=h | 3h PEA e| ARE HO 


—2,5  |—15,625 (6,250 | 18,75 0,125 0,25 —0,025 
—2,525 |—16,098 [6,3756 19,1268 0,0288 0,225 —0,006 
lo —16,213 [6.4060] 19,2180 0,0050 0,219 --0,0009 


uo 


De la tabla 5.3. se ve que | £4 — Z, | = 0,0009, por eso, redon- 
deando hasta las milésimas partes, obtenemos E = —2,532. A. 

Ejemplo 2. Haciendo uso del método de las cuerdas, precisar hasta 
e = 0,001 la raíz de la ecuación z — sen z = 0,25, encerrada en el 
segmento 10, 1/21. 

A Escribamos la ecuación en la forma z — sen z — 0,25 = 0 
y determinemos f’ (z) =.1 — cos z. Para verificar el cumplimiento 
de la condición (6) hagamos una tabla auxiliar en la cual las pri- 
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meras dos columnas indican cl comienzo del intervalo elegido de 
aislamiento de la raíz y su fin. 


Tabla 5.4 
Signos Se cum- 
no u mo (Bemi 240 | (24%) 
KOI ELG] Mm 
0,00 [4,57 | — | + | 1,00 0 no 0,785 e 
0,185 [1,57 | — | + | 1,00 0,29251 no 1,178 + 
0,785 11,178| — + | 0,6172 | 0,2925 no 0,982 — 
0,982 |1,178| — + | 0,617; 0,4446 sí 


De la última fila de la tabla 5.4 se ve que sobre el segmento 
10,982; 1,1781 la condición M < 2m se cumple. Por consiguiente, 
al estimar el error del valor aproximado de la raíz con ayuda del 
método de las cuerdas se puede hacer uso de la desigualdad | zp — 
— 3 a |< e. La raíz de la ecuación z — sen z — 0,25 = 0 está 
sobre el segmento 10,982; 1,178]. Vamos a determinar el signo de la 
segunda derivada dentro del segmento: 


f (z) =1 — cos z; f” (2) = sen x >l. 
Si retornamos a las anteriores designaciones, a = 0,982; b = 1,178. 
El signo do la segunda derivada coincide con el de la función en el 
punto b. Por lo tanto, este extremo del segmento es fijo y todas las 
aproximaciones a la raíz están por el lado dol extremo a. Para cal- 
cular la raíz utilizamos las fórmulas (1) y (2): 

=0a 0-9. az — Ln) bzn) 

IN E) 

donde b = 1,178; f(b) = 0,00416. Hagamos la tabla siguiente: 


Tabla 5.5 
e Hr) =p - ASTM 
n | *n | ia ER A pr 
0 0,982 —0,83161 —0,09961 0,196 0,189 
1 4,171 —9,92114 —0,00014 0,007 0,0002 
2 4,1712 


Así pues, z = 1,171 con exactitud hasta e = 0,001. A 


$ 5.5. Método de Newton (método de las tangentes) 


De otro método iterativo sirve el de Newton. 
Supongamos que la raíz de la ecuación f (z) = 0 está separada 
sobre el segmento la, b] con la particularidad de que f’ (2) y f" (z) 
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ies UN y conservan signos constantes en todo el segmento 
a, bl. 

El sentido geométrico del método de Newton consiste en que el 
arco de la curva y = f (x) so roemplaza por la tangente a esta curva 
(de aquí proviene precisamente el segundo nombre de este método, 
es decir, ol método de las tangentes). 

Caso I. Las derivadas primera y segunda tienen los mismos sig- 
nos. Sea f(a) <0, f(b) >0, f (2) > 0, qe Or 0 (fig. S a) 
o bien f (a) > 0, 7 (0) < 0, f' (2) <0, f” (2) <0 (fig. 5.20, b 

Tracemos la tangente a la curva y = f (z) en el punto Bọ (b; } (b)) 
y determinemos la abscisa del punto de intersección de la tangente 


Fig. 5.20 


con el eje Ox. Es sabido que la ecuación de la tangente en el punto 
B, (b; f (b)) tiene la forma 


y — f (b) = f' (b) (z — b). 
Suponiendo y = 0, z = z,, obtenemos 
TO` (1) 
Ahora la raíz de la ecuación está sobre el segmento Ía, x,]. Volviendo 


a aplicar el método de Newton, tracemos la tangente a la curva en 
el punto B, (zı; f (21)) y obtenemos 


PEE = 
A 
y en general 
Í (tn) 
rr (2) 
Obtenemos la sucesión de los valores aproximados £, £a ..., 
«s, Ens -u En la cual cada término sucesivo es más próximo a la 


raíz E que el precedente. No obstante, todas las z, quedan mayores 
que la raíz verdadera £, o sea, zp es el valor aproximado de la raíz E 
con exceso. 
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Caso 11. Las derivadas primera y segunda tienen los signos con- 
trarios. Sea f (a) < 0, f (b) >0, f (2) >0, f” (2) <0 (fig. 5.21, a) 
o bien f(a) >0, f(b) <0, f ()<0, f"(2)>0 (fig. 5.21, b). 
Si volvemos a trazar la tangente a la curva y = f (z) on el punto B, 
ésta cortará el eje de abscisas en un punto que no pertenece al seg- 
mento [a, b]. Por eso tracemos la tangente en el punto A, (a; f (a) 
y escribamos su ecuación para el caso dado: 


y — f (a) = f (a) (z — a). 
Suponiendo y = 0, x = zı, encontramos 


1a 
n. (3) 


Ahora la raíz E está sobre el segmento [x,, bl. Volviendo a aplicar 


1, =4 


2) 


Lazy dd 
e 


Fig. 5,21 


el método de Newton, tracemos la tangente en el punto A, (z; f (x,)) 
y obtenemos 


5 a HD, 


Py 
y en general 
Tns HE. A 
Se obtiene la sucesión de los valores aproximados z1, £g, - --+ Un, 


en la cual cada término sucesivo es más próximo a la raíz verdadera 
E que el precedente, o sea x, es el valor aproximado de la raíz E 
con defecto. 

Comparando estas fórmulas con las anteriormente deducidas, no- 
tamos que se distinguen unas de otras sólo por la elección de la apro- 
ximación inicial: en el primer caso por £, hemos tomado el extremo b 
del segmento y en el segundo, el extremo a. 

Al elegir la aproximación inicial de la raíz es necesario guiarse 
por la regla siguionte: por punto inicial ha de tomarse aquel extremo 
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del segmento la, bl en el cual el signo de la función coincide con el de 
la segunda derivada. En el primer caso f (b)-$” (z) >0 y el punto 
inicial b = z,, en el segundo caso f (a) -1” (1) >0 y en calidad de 
la aproximación inicial tomamos a = to. 

Para estimar el error se puede usar la fórmula general 


kme KEL, donde m=mín 1/' (2) (5) 
a, 


(esta fórmula es útil también para el método de las cuerdas). 
En el caso en que el segmento la, b) es tan pequeño que sobre él 
se cumple la condición M¿<2m,, donde M, = máx | f" (2) | 
[e, b] 


Fig. 5.22 


y m, = mín | f’ (z) |, la exactitud do la aproximación on el n-ésimo 
ò 


paso se estima del modo siguiente: si | 2h — En-1 | < €, entonces 
lE arl] < e. 

Si la derivada f’ (z) poco varía sobre el segmento la, b], para sim- 
plificar los cálculos se puede utilizar la fórmula 

Ln — GE, (6) 

o sea, el valor de la derivada en el punto inicial basta calcularlo una 
sola vez. Geométricamente esto significa que las tangentes en los 
puntos Bn (Zn; f (2,)) se reemplazan por las rectas paralelas a la 
tangente trazada a la curva y = f (z) en el punto Bo (zo; f (%o)) 
(fig. 5.22). 

Ejemplo 1. Haciendo uso del método de las tangentes, precisar 
hasta e = 0,001 la raíz de la ecuación a? + 32? — 3 = 0, situada 
sobre el segmento [--2,75; —2,51. 
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A Antes hemos determinado que f (—2,75)-f” (z) >0 (véase: 
el ejemplo 1 del $ 5.4). Por eso para servirse del método de las tan- 
gentes es necesario elegir zp = —2,75. Vámos a realizar los cálculos 
con ayuda de la fórmula (6). Hallamos 

F (1) = 32 +62; f (£) =f' (2,75) = 6,1875. 


Para comodidad demos todos los cálculos en la tabla 5.6. 


Tabla 5.6 
al 4 | pe | A | a, | ten) | a 
0| —2,75 —20,797 7,5625 22,6875 1,111 0,179 


2,571 19, 8300 —0,164 0,026 


De la tabla se ve que | z, — z, | = 0,001; por eso E = 2,533. A 

Ejemplo 2. Haciendo uso del método de las tangentes, precisar 
hasta e = 0,0001 la raíz de la ecuación z — sen z = 0,25, situada 
sobre el segmento (0,982; 1,178). 

A Aquí a = 0,982; b = 1,178. Hallamos f' (z) = 1 — cos z; 
qe (o) = sen z> 0 sobre el segmento (0,982; 1,178); f (1,178) X 
X $” (2) > 0. Por lo tanto, z, = 1,178. Vamos a realizar los cálcu- 
los con ayuda de las fórmulas (1) y (2) y démoslos en la tabla 5.7. 


Tabla 5.7 


De la'tabla se ve que | zz — z, | < 0,0001. Así pues, E œ 1,1712. A 


$ 5.6. Método combinado de las cuerdas y de las 
tangentes 


El método de las cuerdas y el de las tangentes dan las aproxi- 
maciones do la raíz por los lados opuestos. Por eso se emplean fre- 
cuentemente combinados uno con otro y la raíz se precisa con mayor 
rapidez. 
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Supongamos que se da la cion (£) = 0, la raíz E está separa- 
da y se halla sobre el segmento la, b]. Apliquemos el método com- 
tbinado de las cuerdas y las tangentes teniendo en cuenta el tipo del 
gráfico de la función. 

Sif' (2) :f” (a) > 0, el método de las cuerdas da las aproximaciones 
de la raíz con defecto y el de las tangentes, con exceso (fig. 5.23, a, b). 


Fig. 5.24 


En cambio, si f’ (2)-f” (£) < 0, por el método de las cuerdas obte- 
nemos los valores de la raíz con exceso y por el de las tangentes, con de- 
fecto (fig. 5.24, a, b). 

Sin embargo, en todos los casos la raíz verdadera está encerrada 
entre los valores aproximados de las raíces, obtenidos por el método 
de las cuerdas y por el de las tangentes, o sea, se cumple la desigual- 
dad a < zn < E < 2n < b, donde z, es el valor aproximado de la 


raíz tomado con defecto y za, tomado con exceso. 
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Los cálculos han de realizarse en el orden siguiente. Si f’ (z) X 
x f" (2) >0, en calidad de aproximación inicial para el método 
«debe tomarse el extremo a y para el de las tangentes, el extremo b; 


entonces 
OO. TO 
E (1) 


Ahora la raíz verdadera está sobre el segmento [a,, b,). Aplicando 
a este segmento el método combinado, obtenemos 


LY) pp 309 
TOJ) ’ 25b Pe 


a= aum 
y en general 
— a, — Lit) (0n—2n) p —T0On) 
Anyi = Un TOn) Fan) > bns = bn Fon (2) 
(véase la fig. 5.23, a, b). 
En cambio, si f' (æ)-f” (2) <0, en calidad de aproximación 


inicial para el método de las cuerdas es necesario tomar el extremo b 
y para el de las tangentes, el extremo a. Entonces 


ia a 10ta 
aa) == + (3) 


Aplicando al segmento [a,, b,) el método combinado, obtenemos 


$ (b) (b1 — a) 
Per’ =b TO-a 
y en general 


TOS Llen) (bn—an) 

Pan’ Čr =bn- On Tan) No 
{véase la fig. 5.24, a, b). 

El método combinado es muy cómodo para estimar el error de 
cálculos. El proceso de cálculos cesa tan pronto como se cumpla 


la desigualdad | 7, — Tn | < 2e. Por valor aproximado de la raíz 
ha de tomarse 


an= Un 


ES Ent Tn), (5) 


donde 2, y 2, son los valores aproximados de la raíz con defecto 
y con exceso, respectivamente. 

Ejemplo. Con ayuda del método combinado de las cuerdas y las 
tangentes precisar hasta 0,001 las raíces de la ecuación a? + 32? — 
— 2404 1=0 

A í) Separamos las raíces analíticamente. Tenemos 


1()=% +3 — 24r + 4; P (z) = 32? + 6r — 2, 


187 


o sea, las raíces de la derivada 7, = —4; 2, = 2. Hagamos la tabla 
de los signos de la función: 


z | meo | —4 | 2 [+00 
Signo de f() | — | + l-l + 


La ecuación dada tiene tres raíces reales: 2, € (—00, —4), £e € 
€ (4, 2), za € (2, +00). Disminuyamos los intervalos de determi- 
nación de las raíces hasta la longitud igual a 1: 


k | 7] -6| -5| —4]-3}-2]-4] 0/1/2/3]4 
signo do j) |—I+I+I+l+I[+!l+1+1-1-=1-|+ 


Así pues, zı E(—7, —6) 2, € (0, 1), 23 € (3, 4). 

2) Utilizando el método combinado de las cuerdas y las tangentes 
precisemos la raíz que esta en el intervalo (—7, —6). Tenemos 
$ (—7) = —27 < 0, f (-6) = 37 >0,f' (2) = 32? + 67 — 24 >0, 
T()=8+6<0, f' (2)-f" (2) <0. 

Para los cálculos ntilizamos las fórmulas (4): 


z $ (an) p — (bn) (0n— am) 
On o Ü= ba TET > 
O sea, 
an= 47 +Aa,, donde Aa, = — aL 5 
E = — Jm (bn—an) 
bns =bn + Abn, donde Ab, AOAIGA 
(an y bn son los valores aproximados de la raíz tomados con defecto 
y con exceso, respectivamente). Aquí a, = a = —7, bp = b = -—b. 
Es cómodo realizar los cálculos con ayuda de la tabla 5.8 
Tabla 5.8 
ên ah a flap) ago C 
n bn- anl ran) Aan n 
bn bh bh 17) Sn | brrr 
e 4 | -33 | -27 0,3338] —6,867 
0 a 81 HE AAA 
-6 36 | —246 | 37 —0,5781| 6,5784 
6,6667 [4,4449] 296,3007] —1 ,9652 0,0288] 6,6384 
1 (0,0881 169,3345|6,01002| 
— 0,5781 13,2714/-284,6480| 4,0450 -0,0598|--6,6377 
—6, 6384 
2 10, 0007; 
0,6377 


Teniendo en cuenta que | ba — az | = 0,0007 < 0,002, conviene 
terminar los cálculos y por valor aproximado de la raíz E, tomar 


E = + (— 6,6384 — 6,6377) = — 6,638. 


3) Determinemos la raíz aproximada para el intervalo (0, 1). 
"Tenemos (0) >0, f (1) <0, f’ (z) = 3z? + 62 — 24 <0, f" (2) = 
= 6z + 6 > 0, f' (x)-f" (2) < 0. Al igual que en el primer caso ha- 
gamos uso de las fórmulas 4) para ay = a = Q; ba = b = 4. 

Hagamos la tabla siguiente 


Tabla 5.9 
an a añ Fan) AN loa 
a Pn-an | | rep |19; ——_— 
bn bh | bn | 16) A 
0 0 0 | 1 0,0417 0,0417 
all A 24 | -2 
4 1 1 | -9 —0,9500 |o,os00 


0,0417] „0017| 0,00007 | 0,0045 0,0002 [0,0149 


—23,7446| —0,1969 


1 ¡———/0,0083| 
0,0500 0,0025| 0,0001 | —0,1924} —0,0081 ¡0,0419 


2|———0,0000| 


| 


Ahora bien, con la exactitud hasta 0,001 se puedo tomar E, = 0,042. 
4) Determinemos la raíz aproximada contenida en el intervalo 
(3, 4). Tenemos f (3) = —17<0, f (4) = 17 >0, f (z) = 3r + 
+ 6r — 24 > 0, f” (1) = 6z + 6 > 0, f' (2)-f” (x) > 0. 
Vamos a realizar los cálculos con ayuda de las fórmulas (2): 
Í lan) (Ba— an) { (bn) 
ans = Un — Í Ond- fan) * bnss =bn F On’ 


o sea, 
Í (an) (bn—an) 
fönt (49) > 


Bar =bn + Ab, donde Ab, = — > F 


ün = an +bBa,, donde Aa, = — 


Aquí a =a = 3, b =b = å. 

Realicemos los cálculos con ayuda de la tabla (véase la tabla 5.10 
en la pág. 190). 

Ahora bien, con la exactitud hasta 0,001 se puede tomar Ez = 
= 3,598. A 
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Tabla 5,10 


AAA A A A e 
An ES | E | e poja | “mn ] ano 
A n - an renj nR mma 
En aà o | $n) | iba LA 
3 9 | xz | -17 0,5000 [3,5000 
0 1 elsa  _—_—_—_— 
4 16 64 | 17 -0,8542l8,0458: 
3,5000 12,2500 | 42,875 | -3,8750 0,0944|8,5044 
14|—— 0,1458 la7,7505| 5,2110 .— 
3.5458 13,2919 | 48,4595] 1,8360 -0,0486/3,5972 
3,5944 12,0197| 40,4386| 0,0679 0,0019Í3, 5983: 
2 0,0028 las,4026/ 0,1017 |——— 
3,5972 12,0808| 46,5472 0,0338 -0,0009|3,5008 
3,5968 
3/——0,0000 
3,5903 


$ 5.7. Método de iteraciones 


Esencia del método. Uno de los métodos más importantes de la 
matemática de cálculos es el método de iteraciones (método de apro- 
ximaciones sucesivas). La ventaja principal de este método consiste 
en que en cada paso se cumplen las operaciones del mismo tipo lo que 
facilita en grado considerable la programación para los ordenadores 
hasada en los algoritmos iterativos. 

La esencia del método de iteraciones consiste en lo siguiente. Con- 
sideremos la ecuación 


1 (2) =0. (1) 


Supongamos que f (z) es la función, continua sobre el segmento 
la, bl, la ER se anula dentro de este intervalo, al menos, en un 
punto §. Se necesita precisar, como mínimo, una de sus raíces reales 
situados sobre la, bl. 

Reemplacemos la ecuación (1) por otra, equivalente, cuyas raíces. 
son las mismas y que tiene la forma 


z= g (2). (2} 


Elijamos en calidad de aproximación inicial cualquier valor xo € 
€ la, bl, por ejemplo, z, = (a + b)/2. Luego calculemos q (zp) 
y tomemos el número obtenido z; = q (x,) por primer valor apro- 
ximado de la raíz E. Sustituyendo z, en vez de z en el segundo miem- 
bro de la ecuación (2), obtenemos un nuevo número Z, = y (z). 
Continuando luego este proceso, llegamos a la sucesión de los nú- 
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METOS Zo, Tis Za, + -s Uns - - -+ que se definen por las relaciones: 
siguientes: 


Zo = (a + d)/2 tn = (tha) (M=1, 2 .- +). (3) 
Si existe lím z, = E y la función q (z) es continua, entonces, pasando 


al límite en la igualdad (3), obtenemos 
E= (8), (4) 


o sea, el límite £ es la raíz de la ecuación (2) y, por consiguiente, do 
la ecuación (1). En virtud de la convergencia del proceso (3) esta raíz 
puede ser calculada, al ser bastante grande z, con toda exactitud 
prefijada. 

Nótese que la representación (2) lo sea, la forma de la función: 
€ (x)] puede realizarse por un conjunto infinito de procedimientos, 
Esto tiene gran importancia, ya que la forma de la función q (x) 
ejerce una influencia sustancial tanto en el mismo hecho de conver- 
gencia como también en la velocidad de esta última (si la convergen- 
cia está determinada). 

Las condiciones de convergencia del proceso iterativo (3) se dofi- 
nen por el teorema siguiente. 

Teorema. Supongamos que se cumplen las condiciones: 

i p la función q (x) está definida y es derivable sobre el segmento 
a, 04 
2°) todos los valores de q (z) € la, bl para x € la, bl; 
3°) existe tal número q < 1 que para x € la, b] 


Lp (1<g<1. (5) 
Entonces el proceso iterativo (3) py independientemente de la 
elección de la aproximación inicial xy € la, b) y lím £n es la raíz 
neo 
única y simple de la ecuación z = q (x) sobre el segmento la, bl. 
O Planteemos las diferencias siguientes: 
la —%|=1%—%0 l, 
| 2, —2% | = | Ẹ (2) — € (zo) | 


4 


19 ()11-w!|< 
<q) % — Zo |, 

19 e)l lrn- als 
SPI — d l, 


| s — 1: | = | Ẹ (2) — 9 (5) | 


| En — Ena | =1 O (En) — P (Un) | = 
=19 (en) | > | Zn- — Fn -a | S 997 1% — 201. 


Aquí cp € ltr-1, Ta] y Ta € la, b] en virtud de la condición 2°. 
Consideremos la serie con las sumas parciales siguientes: 
Sa = To + (4 — To) + (32 — 2) + - -- + (En — Ina) + 


+ ... Es evidente que la suma S, +1 = £n- La serie zo + Y lr — 
50 
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— 2;) es convergente, puesto que todos sus términos, comenzando 
Con Zy — Xp, NO Superan en valor absoluto los términos de la pro- 
gresión geométrica con el denominador q < 1. Así pues, existe 


lím Spy = lím z, = Ẹ. 
neo neo 


En virtud de la continuidad de la función ọ (z) tenemos 
lim q (2.3) =P (E) y ya que £n = q (n1), entonces q (Ẹ) = E, 
noo 
© sea E = lím z, es la raíz de la ecuación (2). 

neco 

Demostremos que esta raíz es la única. Sean E, y Es dos raíces 

«de la ecuación (2), es decir, E, = p (Ey), Es = Y (Es). Entonces 


15 —El=10 (8) —0E)1=19' (0) 1-15 —E2) (6) 


donde c € (E,, Es). Transformemos la relación (6) de modo que tenga 


la forma 
[5 —E | 1—I9' (0) 1) =0 


y de la condición 3° se deduce que E, = Es, o sea, no existen dos raíces 
«liferentes. 

Demostremos, por último, que la raíz obtenida es simple. Para 
esto basta demostrar que z — q (z) tiene la derivada que no se anula 
en ningún punto del segmento [a, b]. En efecto, (z — q (2) = 
= 1 — q! (z) y en virtud de la condición 3” es evidente que esta 
expresión es positiva sobre el segmento [a, bl. W 

Estimación de error. Consideremos la diferencia entre los valores 
exacto y aproximado de la raíz E: 


1E — En |= l e (E) — Y (Tna) 1<9 Ema l= 
=q] E— En + En — nal Kg lE tnl Hg lEn — tra 1 


De aquí 


n 
E= trl giy latni] qE lt tol- (7) 
La relación (7) permite, inmediatamente después de la primera ite- 
ración (7) permite, inmediatamente después de la primera iteración, 
hallar el número máximo de iteraciones N (E) necesario para calcular 
la raíz con el grado de precisión prefijado e. En efecto, para que 
| E — Zn | sea no más que e es suficiente que 


qn 
Tog ale, 


de donde 
log ¿UD 
r |z: 
N()> lez (8) 
Para q < 1/2 la estimación del error (7) se simplifica y toma la 
forma siguiente: 


|E — tn |S | n — Ina). (9) 
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Según hemos señalado anteriormente, la forma de la ecuación 
z= Q (z) no es indiferente para la convergencia del método de 
iteraciones. Ahora vamos a mostrar un procedimiento bastante ge- 
neral de construcción de la función y (z) para la cual está asegurado 
el cumplimiento de la condición 3%) del teorema. 

Consideremos la ecuación inicial f(x) = 0. Supongamos que 
sobre el segmento la, b} existe la única raíz E de la ecuación, con la 
particularidad de que para x € la, b] la derivada f' (z) existe y con- 
serva su signo así que 
0<m<f (2) < M,, donde M, = mir T m ta f (2). 

a, as 


(10) 


(sin alterar la generalidad, se puede considerar que f’ (z) > 0). 
Reemplacemos la ecuación f (z) = O por la ecuación equivalente 


x=z-—hf (2) (11) 


y elijamos la constante à de modo que se asegure el cumplimiento 
de la condición 3°). 


Para la función q (x)= z — Af (z) la condición 3°) so escribe 
del modo siguiente: 


11 — Af (z) t< 1. 


Vamos a resolver esta desigualdad; tenemos -+4 < 1 —Af' (2) < 1. 
de la segunda desigualdad obtenemos que 4 > 0 y de la primera, 
que A < 2/f' (z), o sea, 


0<tr1<2Yf (2), x Ela, bl, 
o bien 


0<i1<2/M,. 


De ordinario en calidad de À se toma 1/M,. Ahora bien, obtene- 
mos la ecuación 


jl) 
t=s (19) 
y ol proceso iterativo correspondiente tiene la forma 
=.e —£En) 
Ena = Ln — + (13) 
: Con ayuda de los razonamientos análogos se puede mostrar fácil- 


mente que en el caso de que f’ (1) <0 y 0< m SIF (3) | <M 
obtenemos la ecuación s 


fi: $ r 
z=24 g> (12$ 
y el. proceso iterativo correspondiente tomará la forma 
5 Tra, (13) 
13- 0546 
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Supongamos ahora que, además de la condición (10) tiene lugar 
la relación 


M, < 3m. (14) 
Entonces se puede exigir que se cumpla la desigualdad | 1 — 


— ìf’ (x) | < 1/2. Resolviéndola, obtenemos para A las restricciones 
siguientes: 


1 3 
Tm <a> 45 


Interpretación geométrica. Supongamos que se da la ecuación 
f(x) = 0 [f (z) es la función continual. Reduzcamos esta ecuación 


Fig. 5.25 


a la forma x = q (z) y construyamos los gráficos de las funciones 
y =x c y= ọ (x). La abscisa del punto de intersección de estas 
funciones es precisamente la raíz verdadera ¿ (fig. 5.25). 

Elijamos z € la, b] y determinemos « (zp). Convengamos en 
designar la sucesión de los puntos que están sobre la curva y = 
= q (z) con A; (i = 0, 1, 2, -..) y la sucesión de los puntos que 
están sobre la recta y = z, con B; (i = 1, 2, 3, ...). Del punto 
Ao (Toi P (20)) tracemos la recta paralela al eje Ox hasta que se 
interseque con la recta y= z; entonces obtenemos el punto 
Ba (2 9 (20). 

En efecto, AoCo = q (£o) = B,C,, ya que AaB: || OC, y BiC, |I 
Il oCo- Pero OC, = B,C, (A OC,B, es rectángulo e isósceles, puesto 
que la recta y = z es la bisectriz del ángulo del cuadriculado). Por 
lo tanto, z; = y (zo). 

Tracemos A,B, || OC, y, repitiendo los razonamientos anterior- 
mente expuestos, nos convencemos de que z, = 9 (71). 

En la fig. 5.25 está representado el proceso iterativo convergente. 
La curva corta la bisectriz y = x en el punto M con la abscisa E 
y para z > E está debajo de la bisectriz; y” (z) satisface la condición 
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0 < g' (2) < 1. Las aproximaciones sucesivas Ly, Zy, <<», Iny o. 
(las abscisas comunes de los puntos de los gráficos de ambas funcio- 
nes) decrecen monótonamente. Cada aproximación sucesiva Tp 
es más próxima a la raíz verdadera que cada precedente x,-,. La 
línea quebrada ABABA; .. . tiene la forma de «escalera». 


E gtz 
Fig. 5.28 


En la fig. 5.26 la derivada q” (z) < 0, pero en valor absoluto 
es menor que la unidad, o sea, | q” (z) | < 1. El proceso iterativo 
converge, poro las aproximaciones oscilan cerca del valor exacto de la 
raíz. La quebrada 4,B,¡B343... 
tieno la forma de «espiral». 

Ahora bien, si en cierto entor- 
no (a, b) de la raíz E de la ecua- 
ción z = q (z) la derivada q” (z) 
conserva el signo constante y 
está cumplida la desigualdad 
10 (21 <9<1, con la parti- 
cularidad de que q'(z2)>0, 
entonces las aproximaciones suce- 
sivas zn =Q(2,-)(n=1,2,...), 
xo Ela b] convergen monótona- 
mente a la raíz. En cambio, en 
el caso en que q” (2) <0, las " 
aproximaciones sucesivas oscilan Fig. 5.27 
alrededor de la raíz $. 

En la fig. 5.27 se muestra el proceso iterativo divergente. Aquí 
g (2) > 1. La curva corta la bisectriz y = z en el punto M y para 
z> E está por encima de la bisectriz. 

En la fig. 5.28 se representa el proceso iterativo divergente para 
el caso | q” (x) | > 1. Las «aproximaciones» sucesivas se alejan del 
valor exacto de la raiz E. 

Ejemplo 1. Con ayuda del método de iteraciones precisar hasta 
1074 la raíz de la ecuación 51? — 20x + 3 = 0, encerrada en el seg- 
mento [0, 41]. 
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A La ecuación dada ha de reducirse a la forma z = q (£). 
Se puede hacer esto por varios procedimientos, por ejemplo: 
z = x + (5z? — 207 + 3), entonces q; (1) = 51? — 19r > 3; 
z= Y (20e— 3V5, entonces qu (2) = Y 0r — 3)/5; 
x= (52 + 3)/20, entonces q, fx) = (5z° + 3)/20. 


Determinemos cuál de las funciones obtenidas q (z) debemos 
utilizar para calcular las aproximaciones sucesivas. Recuérdose 


Fig. 5.28 


que si y (z) satisface sobre el segmento la, b] la condición | q (z) | < 
<q <1, el proceso iterativo converge. Hallamos 


| g (z) | =/157* —19|>1 sobre [0, 11, 
| q; (2) | = 152/20 = 31/4 <1 sobro [0, 4l. 


Por consiguiente, se puede utilizar la función «a (z) y buscar las 
aproximaciones sucesivas por el método de iteraciones valiéndose 
de la fórmula zx, = (5751 + 3)/20. Tomemos por aproximación 
inicial máx q” (z) sobre [0, 4], o sea, zọ = 0,75. Haciendo uso de la 
fórmula (7) determinemos cuál ha de ser la diferencia entre dos apro- 
ximaciones sucesivas para que quede alcanzada la exactitud pre- 
fijada: 

0,0001 -(1—0.75) 

0,75 


lEn — tral S 2 0,0003. 
,15 

Ahora bien, cuando el valor absoluto. de la diferencia | zp — 
— fp -1 | no supere 0,00003, será necesario cesar el proceso iterativo 
y suponer que la exactitud prefijada está alcanzada. 

Es cómodo realizar el cáleulo con ayuda de la tabla 5.11 

Aquí se puede terminar el proceso iterativo y considerar Ẹ = 
= 0,1514. A 

Ejemplo 2. Calcular con exactitud hasta e = 1075 la raíz de la 
ecuación e* — z? = Ô. 
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Tabla 5.11 


a | Sn | = | Olan) = aa 

0 0,75 0,42188 0,25547 
j 0,2555 0,016777 0,154144 

2 0,1541 0,005652 0,154443 

3 0,1514 0,005443 0,151361 

4 0,15136 0,005442 0,151361 


a A E A 

A Escribamos la ecuación en la forma e* = z? y separemos grá- 
ficamente las raíces. Construyamos los gráficos de las funciones 
y = e e y = z? (fig. 5.29). Del dibujo se ve que la ecuación e* — 
=0 tiene una raíz real 
que está lab el segmento 
+ —0,7]. 

Vorifiquemos si verdadera- 
mente es así. Separemos f (—0,8) 
y f(—0,7); tenemos f (—0,8) = 
0,44933 — 0,64 = —0,19087 < O. 


0,00059> 0. Puesto que los 
signos de la función f(x) = 
=e“ — x* son opuestos en los 
extremos del segmento [—0,8; 

22,73, la raíz de la ecuación está 
dentro do este segmento. s 

Probemos hacer més estrecho Fig, 5.29 
el segmento, aplicando el método 
de pruebas. Encontramos f (—0,75) = 0,49237 — 0,56250 < 0 y 
F(—0,7)> 0. Por lo tanto, la raíz se halla sobre el segmento 
[—0.75; 0,71. Estrechemos este segmento una vez más. Tenemos 
1 (—0,725) = 0,48432 — 0,52562 = —0,4130 <0 y f(—0,7) >0. 
Por consiguiente la raíz está sobre el segmento [-0,725;, —0,71. 

De la ecuación e* = 2* obtenemos que x = —Y & (delante del 
radical tomamos el signo «—», ya que conocemos que la raíz es nega- 
tiva). Escribamos esta ecuación en la forma z = e*/? y comprobomos 
cuál será el proceso iterativo: convergente o divergente, o sea, se 
cumple o no la desigualdad | q” (z) | < 1. En el ejemplo dado 


pla) = e, q (z) = (1/2) e, 1 q” (0,725) | = 0,34727; 
1g (2) | = { q (—0,7) | = 0,35230. 
Puesto que | y” (z) | < 1, el proceso iterativo converge. En la 


fórmula (7) tomemos el número q igual a 0,36. Puesto que e = 1075, 
entonces 


gee? 


fra 7.1 E 221038 L 0,000018. 
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Ahora bien, la exactitud requerida puede ser alcanzada si se cumple 
la desigualdad | Zn — Tr- | <0, $o001s. Por aproximación nula 
se puede tomar cada uno de os extremos del segmento [—0,725; 
—0,7] y todo punto dentro de este último. Tomemos z, = 0, À 
Hagamos los cálculos con ayuda de la tabla siguiente: 


Tabla 5.12 

n zn | znl? | nh? 

0 —0,35 —0, 70460 
d —0,35230 0,7 

2 —0,35154 —0,70360 
3 —0,35180 —0,70342 
4 —0,35171 —0, 70348 
5 —0,35174 —0,70346 
E 0, 135173 —0,70347 

Puesto que | £7 — £e | = | —0,70347 — (—0,70346) | = 0,00001, 


la exactitud requerida de cálculos está alcanzada yë% —70347. à 
Ejemplo 3. Haciendo uso del método de iteraciones, calcular con 
exactitud hasta 0,001 la raíz de la ecuación 2° + 3z? — 3 = 0, 
situada sobre el segmento [—2,75; —-2,5] (véanse el ejemplo 1 del 
$ 5.4 y el ejemplo 1 dol $ 5.5). 
A Encontramos f’ (z) = 32? + 6x. Por lo tanto, 


M,= máx IF (2) | = 6,189; m, = mín If @ = 
[-2,75; ~ 2,5} [-2,75; -2,5] 
= 3,75; 
e m S Y 
== T a 


Puesto que g < 1/2, para estimar el error se puede utilizar la fór- 
mula (9). Tomemos M, = 6, entonces 1 = 1/6 y 


9()=24 (2) =2-L (0+30%-3). 
El proceso iterativo correspondiente tiene la forma 
1 
In =p — q (Ta + 32% — 3); 


entonces | Ipj — Ta | = 5 Las + 30h — 3). Los cálculos han de 
Cesarse tan pronto como tan =r] <e 
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Realicemos los cálculos con ayuda de la tabla siguiente: 


Tabla 5.13 
» | Xn | CA | z 4e + 32% - 3) 
0 —2,5 —15,625 18,75 0,02 
4i —2,52 —16,0030 19,0512 0,0080 
2 —2,5280 —16,1559 19,172 0,0028 
3 —2,5308 —16,2096 19,2148 0,0008 
4 2,5316 


Así pues, por valor aproximado de la raíz con exactitud hasta 
0,001 se puede tomar Ẹ = —2,532. A 


$ 5.8. Propiedades generales de las ecuaciones algebraicas. 
Determinación de la cantidad de raíces reales de 
una ecuación algebraica 


Propiedades generales de las ecuaciones algebraicas. Escribamos 
una ecuación algebraica de n-ésimo grado: 


Pr (2) = agt” + art aa. + ant + an = O, (1) 


donde P, (z) es el polinomio de n-ésimo grado; n, el grado suporior 
do la incógnita; ao, 41, - - »» 4, son los coeficientes reales. 

Es sabido que todo número ¿ que anula el polinomio, o sea tal 
que P, (E) =0, se llama raíz del polinomio. 

El número Ẹ es la raíz del polinomio P, (z) si y sólo si P, (z) 
se divide exactamente por x — E. Recuérdese que si en este caso 
P„ (z) se divide exactamente por (z — E)” (k > 1), pero no se divide 
ya por (z — E*+1), E se denomina raíz de k-ésimo grado de multi- 
plicidad (o raíz de multiplicidad k) del polinomio P, (x). Las raíces 
de multiplicidad k = 1 se llaman raíces simples del polinomio. 

Surge la pregunta ¿todo polinomio tiene obligatoriamonte raíces? 
La respuesta a esta progunta se da por el teorema siguiente quo cita- 
mos sin demostración. 

Teorema 1 (teorema fundamental del álgebra). Todo polinomio 
con todos coeficientes reales el grado del cual no sea menor que la unidad 
tiene, al menos, una raíz que en el caso general es compleja, 

De este teorema se deduce un corolario importante que dice: 
todo polinomio P, (x) de grado n (n > 1) con cualesquiera coeficientes 
reales tiene exactamente n raices, reales o complejas, st cada una de las 
raíces se cuenta tantas veces cuanta es su multiplicidad. 

Ahora bien, las raíces de la ecuación algebraica (1) pueden ser 
tanto reales como complejas. 

Las raíces complejas de la ecuación (1) poseen la propiedad de 
conjugación par, o sea, si la ecuación (1) tiene una raíz compleja 


199 


E = a + Bi (donde a y $ son los números reales) de multiplicidad k, 


esta ecuación tiene asimismo la raíz compleja £ = œ — Bi también 
de multiplicidad k. Los módulos de estas raíces son iguales: | ¿| = 


=|] =V æ FP 

Si la ecuación (1) tione raíces complejas, su número es par, 
Por eso toda ecuación algebraica de grado impar con coeficientes 
reales tiene, como mínimo, una raíz real. 

Antes de calcular las raíces de una ecuación algebraica es nece- 
sario primeraménte: 2 doterminar la cantidad de raíces que posee 
la ecuación dada; b) hallar el dominio de existencia de las raíces 
(determinar las cotas superior e inferior de situación de las, raíces), 
Luego so puede comenzar a separar las raíces y precisarlas. 

Determinación de la cantidad de raíces reales de las ecuaciones 
algebraicas. La cantidad de raíces reales positivas de la ecuación 
algebraica (1) 


Pa (2) = aoa? + aro A o H ag O 


puede ser determinada aproximadamente con ayuda de la regla de 
Descartes: la cantidad de raíces positivas reales de la ecuación algebraica 
Pa (2) =0 con coeficientes reales (raíces cada una de. las cuales se 
cuenta tantas veces cuanta es su multiplicidad) ora es igual al número 
de cambios del signo en la sucesión de los coeficientes de la ecuación 
P, (2) =0 ora es en un número par menor (los coeficientes iguales 
a cero no se tienen en cuenta). 

La cantidad de raíces negativas es igual al número de cambios 
del signo en la sucesión de los coeficientes P, (—x) o en un número 
par es menor. 

Si la ecuación es completa, la cantidad. de sus raíces positivas 
os igual al número de cambios del signo en la sucesión de los coefi- 
cientes O en un número par es menor y la cantidad de raíces nega- 
tivas es igual al número de constancias del signo o en un número par 
es menor, 

Ejemplo 1. Determinar la cantidad de raíces positivas y negativas 
de la ecuación 25 — 17% + 127 +7 —x+1=0. 

A Según el teorema fundamental del álgebra esta ecuación 
tiene cinco raíces (de ellas una raíz, como mínimo, es real). 

La ecuación es completa, la sucesión de signos de los coeficientes 
es tal: +, —, +, +, —, +. El signo cambia cuatro veces, por con- 
siguiente, hay cuatro o dos raíces positivas o bien ninguna raíz es 
positiva. 

El número de constancias del signo es igual a 1, por lo tanto, la 
ecuación dada tieno una raíz negativa. A 

Ejemplo 2. Determinar la cantidad de raíces reales positivas 
y negativas de la ecuación 4% — 3x4 + 2 + z? — 1 = 0. 

A La ecuación dada tiene seis raíces; la sucesión de los signos 
+, —, +, —. Tiene lugar tres cambios del signo; por consi- 
guiente, hay tres raíces positivas o una raíz positiva. Luego, para el 
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polinomio 


Pa (—-2)=04-—34—*>+x-—1 
la sucesión de los signos es tal: +, —, —, +, —. Aquí también 
tenemos tres cambios del signo, por eso hay tres raíces negativas. 
o una raíz negativa. A 

La cantidad do raíces de una ecuación algebraica se puede deter- 
minar más exactamente con ayuda del teoroma de Sturm. 

Puesto que las raíces múltiplas de la ecuación pueden siempre ser 
separadas como raíces generales de las ecuaciones P, (a) =0 y 
Ph (x) = 0, sin limitar la generalidad se puede considerar que la 
ecuación dada P, (x) = 0 tiene sólo raíces simples. 

Supongamos que para la ecuación algebraica dada P, (z) = 0 
hemos determinado, por un procedimiento cualquiera, que todas 
sus raíces reales están en el intervalo (a, b) (a y b son los números 
reales y no son raíces de la ecuación; a < b). Determinemos la pri- 
mera derivada P; (z) y dividamos por ésta el polinomio P, (£). 
Tomemos el resto de la división de P, (z) por Ph (£) con el signo 
contrario y designémoslo con R; (z). 

Luego, de un modo exactamente igual dividamos Pi (x) por 
Ri (æ); tomemos con el signo contrario el resto obtenido y designé- 
moslo con R, (z). Al dividir R, (x) por R, (2) y al volver a tomar el 
resto con el signo opuesto, obtenemos Ra (z). Continuamos el pro- 
ceso de división hasta que se obtenga un resto que sea una magnitud 
constante. Tomemos esta magnitud también con el signo contrario 

Obtenomos una sucesión de funciones 


Pa (2), Pa (2), Ri (2), Ra (2), >» o Rima (2), Rm = const 


que se lama sistema de Sturm. En csto sucesión sustituimos en vez 
de x primero a, luego b y contamos el número de cambios del signo 
en ambos casos [designemos los númoros obtenidos con W (a) y 
W (b), respectivamente]. 

Teorema 2 (teorema de Sturm). Si los números reales a y b (a < b) 
no son raíces del polinomio P, (x), que no tiene raíces múltiplas, 
entonces W (a) > W (b) y la diferencia W (a) — W (b) es igual a la 
cantidad de raíces reales del polinomio P, (1), encerradas entre a y b. 

Con ayuda del teorema de Sturm se puede determinar la cantidad 
de raíces negativas de la ecuación P, (2) = 0, lo sea, la cantidad 
de raíces reales de la ecuación P, (2) = 0 en ol intervalo (-- oo, 0)l, 
así como la cantidad de raíces positivas fen el intervalo (0, -+ 00). 
El teorema de Sturm se aplica también para separar las raíces. Las 
funciones que forman parte del sistema de Sturm pueden multipli- 
carse y dividirse por números positivos arbitrarios. Esto simplifica 
mucho el trabajo cuando se realiza la división inexacta. 

Ejemplo 3. Determinar la cantidad de raíces reales de la ecuación 
5z% — 207 +3 = 0, así como separar estas raíces haciendo uso 
del teorema de Sturm. 

A Formamos el sistema de funciones de Sturm. Tenemos 
Pa (1) = 52 — 202 + 3; Pi (x) = 157 — 20. Para detorminar 
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R, (z) multipliquemos P, (z) por 3 y dividamos el resultado por Ph (2) 
157% —60x+9| 152220 
q 132% + 201 2 
—¿407 4+9 
Por lo tanto, R, (z) = 40x — 9 (hemos tomado el resto con el 
signo contrario). Multipliquemos P; (z) por 8 y dividamos este 
producto por R, (1): 
1207%-—160 | 40z—9 
F 1207 + 272 | 94-21 


40 (277—160) 
40-277 — 40-160 
E 40-27% + 9-27 


Puesto que el último resto es un número constante con el signo (—» 
(en este caso nos interesa precisamente el signo del resto constante), 
lo cambiamos por el opuesto, es decir, por «--». 

Componemos la siguiente tabla de los signo de funciones que 
forman parte del sistema de Sturm: 


x Pp (2) Pal) | Rai (x) Ra W (a) 
=% — + = + 3 

0 + = -= + 2 
+% + + + + 0 


De la tabla se ve que en el intervalo (— oo, Es hay tres raíces 
reales [ya que W (— o0) — W (+00) = 3 — 0 = 3]. Una de ellas 
es negativa [W (— œ) — W (0) = 3— 2 = 1] y dos son positivas 
IW (0) — W (+00) = 2 — 0 = 2). 

Utilizando este teorema de Sturm, separamos las raíces al abre- 
viar los intervalos hasta la longitud igual a 1: 


x Pa (2) Pate) | Ri (2) Ra (x) | Wi) 
- = + - + 3 
-3 - + - + 3 
-2 + + = + 2 
-í + => E + 2 
0 + — — + 2 
: e A T + 1 
2 + + + + 0 


De la última tabla se ve que las raíces están situadas en los 
intervalos (—3, —2), (0, 1), (1, 2). a 
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$ 5.9. Determinación del domínio de existencia 
de las raíces de una ecuación algebraica 


Regla del anillo. Sea dada una ecuación algebraica P, (1) = 
= aya? $ aa + agar + anat + an = 0, donde ao 
Qi, + - -, Gn SON los coeficientes reales y sea A = máx (| al, | azl, ... 

+ 12 |) B = máx {| a l, | a l, ..., | ana 1) 

Entonces las raíces de la ecuación están encerradas en el anillo circular 
r<|z|<R, donde 


1 mota 
mp Ae 


En este caso r es la cota inferior y R, la cota superior de las raíces 
positivas de la ecuación algebraica P, (z) = 0 y —R, —r son las 
cotas inferior y superior, respec- 


tivamento, de las raíces negati- 7 
vas (fig. 5.30). 
Ejemplo 1. Determinar las 
cotas de las raíces de la ecua- 
ción 54— 207 + 3 = 0. 
de “Aquí |a | = 5, A = 20, 
lan | = 3, B = 20, o sea, 
A AE 
aria SDE 
ba 4 CE 
ai lan) TF0 7 
3 x 
=>3 = 0,013. 
Entonces si las raíces reales de Fig. 530 


la ecuación 52% — 20z + 3 = 0 
existen (y éstas existen obligatoriamente, ya que la ecuación es de 
grado impar), se disponen en el intervalo (—5; 5); en este caso las 
raíces negativas están en el intervalo (—5; —0,013) y las positivas, 
cn el intervalo (0,013; 5). A 

Al resolver las ecuaciones es cómodo determinar primero las 
cotas de las raíces y luego aplicar el teorema de Sturm. Según la 
regla del anillo estas cotas se determinan muy aproximadamente. 

Vamos a mostrar el procedimiento de una determinación más 
exacta de las raíces reales de la ecuación algebraica P, (z) = 0. 
Si Ry es la cota superior de las raíces positivas de P, (z), Ry es la 
cota superior de las raíces positivas de P, (—4), Ra œ> © es la cota 
superior de las raíces positivas de 27P,, (1/x) y R, es la cota superior 
de las raíces positivas de 2"P, (--1/x), entonces todas las raíces 
reales, distintas del cero, de la ocuación Pn (z) = 0 (si éstas existen) 
están dentro de los intervalos (—Ryz, —A/R¿) y (1/Ry, Ry). 

Para determinar la cota superior de las raíces positivas de una 
ecuación algebraica se puede utilizar los métodos de Lagrange o de 
Newton. 
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Método de Lagrange.- Si los coeficientes del- polinomio 
Pr (2) = 08 + ql art... a 
satisfacen las condiciones 4y >0, %4, as ..., Gm D, am < 0, 
la cota superior de las raíces positivas de las ecuaciones Pa (12) =0 se 
determina con ayuda de la fórmula R = 1 +Y Bla, donde B es el 
mázimo entre los valores absolutos de los coeficientes negativos de P,a (2). 
Ejemplo 2. Haciendo uso del método de Lagrange, determinar 
las cotas de las raíces positivas y negativas de la ecnación 
8xt — 8x* — 322 +1 = 0. 
A Aquí a, =8>0; q = 0; a, = —8 < 0; a = —32?; a, = 
1, m = 2 (número del primero entre los coeficientes negativos), 
32. Por consiguiente, R, = 1 +V 325 = 3. 
Consideremos el polinomio 
P, (—2) = 82% — 8z? + 32% +1. 


De un modo análogo encontramos que para este polinomio como cota 
superior de las raíces positivas sirve R, = 1 +] 8 = 2 
Luego, para el polinomio 
AP, (L/x) = 0 — 3208 — 8% + 8 
tenemos de = 1 2> 0; a, = —32 << Ü, o sea, m ~--~ 1: B = 32 Ry ~ 
=1 H32 = 
Por último, pura el polinomio 
BP, (ilz) = at + 3208 — 8r? — 8 


tenemos ay = 1 >Ü; a = a, = —8; as = Ù; a, =8. o sea, 
m= 2. Por eso Ri = 1+8 = 1+ 2y 2 = 3,828. 

Por lo tanto, s1 la ecuación 8x+ — 8z” — 32x + 1 = 0 tiene raíces 
reales, éstas se hallan obligatoriamento en los intervalos (—2, 
—1/3,828) y (1/33,3). A 

Método de Newton. Si para x =c el polinomio 

Pa (2) = a +aqr it... +a, 


y sus derivadas P(x), Ph (z), ... toman los valores positivos, 
entonces c es la cota superior de las raíces positivas de la ecuación 
P, (2) = 0. 

* Ejemplo 3. Maciendo uso del método de Newton, determinar la 
cota superior de las raíces positivas de la ecuación 8% — 82? — 
— 32r + 1 = 0. 

A Hallamos 

P (x) = 8z — B — 322 +4; P’ (z) = 322 — 16r — 32; 

P” (x) = 962% — i6; P” (a) = 192z; PYV (x) = 192. 

Han de verificarse los valores de z > 0. Para z = c = 1 tenemos 
P (1) < 0. Por consiguiente, luego no debe realizarse la verificación 
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B 


para x = 1. Comprobemos el valor z = c = 2: P (2):>0; P’ (2) > 
> 0; P” (2) >0; P” (2) > 0; PIY>0. Ahora bien, de cota supe- 
rior de las raíces positivas sirve el número 2, o sea, R = 2. En cali- 
dad e la cota inferior se puede tomar el númoro inverso a R, o sea, 
r=1/2. A 


$ 5.10. Método de Horner para precisar las raíces 
reales de una ecuación algebraica 


Sea dada la ecuación algebraica 
P (2) = 2" arta... H an Ù, (1) 


donde a, dq, ..., a, son los coeficientes reales del polinomio. 
Representemos la raíz buscada de la ccuación, escrita en el siste- 
ma decimal, en la forma 
E E 4 eg A0 H A Dn 


El método de Horner consiste en determinar sucesivamente las 
cifras de la raíz cy, cy; . .- con ayuda de transformaciones especia- 
leš de la ecuación (1). 

Si se emplea la sustitución x = 10"E (para €, >0) o hien z = 
= —10”f (para cp < 0), la ecuación (1) se transforma en ecuación 


A) = E Ent H a n +50 


cuya raíz ostá encerrada en el intervalo (0, 10). Por eso a continua- 
ción vamos a examinar precisamente esto caso particular. Esto sim- 
plifica el proceso de cálculo de la raíz, aunque no es obligatorio 
para la aplicación del método de Horner. 

Puesto que 0< X <10, la raíz de la ocuación (1) se puede 
escribir en la forma è 


X= ot + > tr CC 


Es fácil hallar la primera cifra de la raíz e, con ayuda del mé- 
todo de tabla o utilizando el intervalo [a, b] del aislamiento de la 
raíz. 


Luego. aplicando a la ecuación (1) la transformación 


E) =y. (2) 
obtenemos £ = y + Cy, de donde 
P (2) =P (y + co) = —ẹ (y) = 0. (3) 
Como raíz de la última ecuación sirve, evidentemente, el número 
y =0, CCCa... Aplicando a la ecuación (3) la sustitución 
y = Y/10, (4) 
llegamos a la ecuación 
P, Y) =0, e) 
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que tiene la raíz Y = 10y = Cy, CaCs - . - De la ecuación (3”) deter- 
minamos la cifra c, que es la segunda cifra de la raíz de la ecuación 
(1). Luego se puede volver a aplicar la sustitución del tipo (2) ó 
(4), pero ahora a la ecuación (3'). Como resultado obtenemos la 


ecuación 
P, (2) =0, (5) 


de cuya raíz sirve el número Z = ĉa, C3, » . - Después se determina 
la cifra Co. 

El proceso descrito puede ser repetido hasta que se obtenga la 
cantidad requerida de cifras. El método de Horner puedo aplicarse 
en combinación con cualquier otro método, por ejemplo, con el de 
las cuerdas, con el de las tangentes o bien con el combiuado de las 
cuerdas y las tangentes. Primero se determinan algunas cifras de la 
raíz con ayuda del método de Horner y luego la raíz se precisa por 
otros métodos. 

Cuando se necesita obtener una pequeña cantidad de cifras de la 
raíz, se puede utilizar el procedimiento siguiente. 

Si una de las raíces de la ecuación es mucho menor que las demás, 
esta raíz puede ser calculada aproximadamente por dividir el tér- 
mino independiente, tomado con el signo «—», por el coeficiente de 
la z de primer grado. 

¿Cómo realmente se realizan las sustituciones (2 y (4) 

Para ejecutar la sustitución (4) conviene multiplicar los coefi- 
cientes a, q, » + -+ an de la ecuación inicial por 10, 10°, 10%, ... 
s. 10”, respectivamente. 

La sustitución (2) se lleva a cabo después de desarrollar previa- 
mente el polinomio P (z) según las potencias de z — Cp. Tal de- 
sarrollo puede ser efectuado por la fórmula de Taylor o bien utili- 
zando la siguiente serie de igualdades: 


P (2) = qu (2) (2 — Co) + To 

qu (2) = qa (2) (2 — Co) + ro 

Ya (2) = qa (a) (2 — Co) + To (6) 

Gn-a (8) = Gua (2) (£ — co) + Pn=o0 

dn- (2) = (@ — Co) + Ta -i 
donde q: (2) y ri... son el cociente y el resto, respectivamente, que 
se obtienen al dividir q;., (x) por (z — Cp). Eliminando sucesiva- 
mente q (z) de la igualdad (6), llegamos a la identidad 
P (2) = (8 — co)” + Tno (E — co)? Pa lr — ot 

eee +T (€ — Co) + Tos (g) 

o sea, obtenemos el desarrollo de f (z) según las potencias de z — cy 
El cálculo de cada uno de los restos r; (i = 0, 1, .. . n — í), 
o sea de los coeficientes del desarrollo, se lleva a cabo con ayuda del 
esquema de Horner. 
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El sistema de igualdades (6) corresponde a la tabla 


Co 
1 a la a += | an- | an 
1 |ò | ös | è nai | Fo 
lala js os 
E N 


donde b, = 1-co, ba = bco, b3 = baco, » . .» € = fito, Cg = Cilo, 
e= exco, . - - Si el coeficiente de z” es igual a ay, en la primera 
columna en vez de la unidad debe ser ap. 

Ejemplo. Haciendo uso del método do Horner hallar la menor raíz 
de la ecuación z? + 32? — 3 = 0 con seis cifras significativas; las 
raíces de la ecuación están separadas y la menor de ellas se halla sobre 
el segmento [—3, —21 

A 1) Puesto que la raíz es negativa, transformemos la ecuación 


inicial con ayuda de la sustitución z = —2: 


—-P+3á2—3=0 0 bien I — 3r +3 =0. 


La raíz buscada de esta ecuación T € [2, 3). Por lo tanto, la primera 
cifra de la ecuación transformada os 2. Entonces las sustituciones (2) 


y (4) tienen la forma z — 2 = y e y = Y/10. Realizamos la primora 
sustitución con ayuda del esquema de Horner: 


c= 
1 |-3 0 3 
1 |- f2 | 
4 1| 0 
1158 


Do esta tabla según la fórmula (7) obtenemos q (y) = y? + 3y — f 
y P, (Y) = Y? + 30Y* — 1000 = 0. 

A continuación vamos a escribir inmediatamente con ayuda de la 
tabla ambas transformaciones juntas, conservando la designación y, 
es decir, en vez de la última ecuación vamos a escribir P, (y) = 


=P + 30y? — 1000 = 0. 
Vamos a determinar los valores del polinomio P, (y) para ciertos 
valores de y € [0, 10] utilizando el esquema de Horner: 


y|t]30 | 0j —1000 
5 | 4 | 35 | 175 | 125 
6 | 1 | 36 | 216 | 296 


207 


Puesto que £, (5) <0 y P, (6) > 0, entonces y € [5, 6]. De aquí 
se deduce que c, = 5. 

3) Para determinar la cifra siguiente planteemos la oouación, 
cuyos coeficientes obtenemos con ayuda del esquema de Horner, 
haciendo uso de las sustituciones (2) y (4) para c, = 5: 


a=5 


Ahora bièn, P, (y) = y° + 450y? + 37 500y — 125 000 = 0. 
Determinemos los valores de P, (y) para ciertos valores de y € 
€ [0, 101 con ayuda del esquema de Horner: 


y |1 | 450] 37500 | —125000 


a |a | 453 | 38859 | 
4 ha | 454 | 39316 | 32 264 
Puesto que P, (3) <0 y P, (4) >0, entonces y E [3, 4l. De aquí 
resulta que cy = 3. 
3) Plantoemos la ecuación para determinar las cifras sucesivas, 
en la cual se puede hallar los coeficientes utilizando el esquema de 
Horner: 


aso | 37500 | —425000 
453 | 38859 | [842] 


456 
Es 


Por lo tanto, P (y) = y? + 4590y? + 4 022 700y — 8 423 000 = 


A la ecuación obtenida se puede aplicarle el procedimiento espe- 
cial descrito anteriormente. Como resultado de la triple sustitución 
(4) todas las raíces, a excepción de la buscada, han aumentado 
40% veces, aproximadamento. Entonces la raíz de la última ecuación 
es igual aproximadamente a 8 423 000/4 022 700 œ 2,09. Esto quiere 
decir que las cifras 2, 0 y 9 sirven de cifras decimales posteriores de 
la raíz de la ecuación inicial. Como resultado hallamos la raíz de la 
ecuación dada: X = —2,53209. A 
Ejercicios 

1. Separar las raíces analíticamente y precisarlas hasta 0.001 
con ayuda del método de pruebas: 
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a) msti e a c) at oa =a 

d) 2,22 — 2* = — 2r —1 = 0; 1) Y —4£ 

2. Separar lás raíces ia y precisarlas hasta 0,001 con 
ayuda del método de las cuerdas: 

a) 2” -4+ z — 3 = Q; bp + 8r — 6 = 0; c) z? + 107 — 9 

d) z? — cos nz = 0; 0) z* — sen nz = Q; f) lgz— 4 =0. 

3. Haciendo uso del método de las tangentes, hallar con exacti- 
tud hasta 0,001 las raíces de las ecuaciones: 

a) at — 6 +97 — 3 = 0; b) z? — 127 — $ = 0; 

c) a" + 4g? — G = 0; d) 2 logs — $ + t= 

0) z? — 20 sen z = 0; e) z — coss = 0. 
zando el método combinado de las cuerdas y las tangentes 
determinar con exactitud hasta 0, 001 las raíces de las ecuaciones: 


a) z -+ 6z — 5 = 0; b) ? — 2z +7 =Q; co) P 2a 
+1=0; d) 1,82% — son 107 =0; 0) logz— zm =; 


t) 2z log x — 1 = 0. 

5, Haciendo uso del teorema de Sturm, separar las raíces de lag 
ecuaciones y precisarlas hasta 0,001 con ayuda del método de itera- 
ciones: 

a) 3 + 4z — 3 = 0; b) zt—2r—1 E 

c) z — 5z + 2 = 0; d) z +z—3=0. 

6. Utilizando el método- de iteraciones, hallar las raíces de las 
ecuaciones con exactitud hasta 0,004: 

a) Inz + (241) =0; d)Vz+FT=1/x; c)2—coszx = 0; 

d) 3x—cosz—1=0; e) x + logx =0,5. 


14-540 


CAPITULO VI 
Determinación de los valores 
propios de una matriz 
y de sus vectores propios 


$ 6.1. Polinomio característico 
Sean dadas la matriz cuadrada A y el vector columna no nulo x 


Qi Aie -se Qin Ti 
la... % 

ec Qa le Gan z=]? 
ani ang »-- Ann Sa 


Multiplicando la matriz A por el vector x, obtenemos el vector co- 
lumna 


Ya 
Ya 
y=) 54] 
; Yn 
O sea, 
y= Ax (1) 
Si resulta que las coordenadas y; (i = 1, 2, ..., n) del vector y 


son proporcionales a las coordenadas correspondientes x; del vector 
dado x con el coeficiente de proporcionalidad A, o sea, si y; = Ax; 
y, por consiguiente, 

y=M, (2 


el vector columna no nulo x se llama vector propio de la matriz A 
y ol coeficiente de proporcionalidad A, valor propio (o número caracte- 
rístico) de la matriz A. Puesto que y = Axe y = Ax, es evidente que 

Ax =x. (3) 


Ahora bien, si se cumple la condición (3), el vector x es ol vettor 
propio de la matriz A cl cual corresponde al valor propio A de esta 
última. 

Ejemplo 1. Sea 


Ha- 3 ET 
A=1|26-2|, x=| 1 |. 
34 —1_ La 
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Entonces 


E 3 rA FET. 
Ax 2 1 |=| 6 |j=6 
34-14 1 6_ 
Por to tanto, el número A = 6 es el valor propio de la matriz A 
ya que se curaple la igualdad (3): 


ww 
RN 
to 


ny 
1]. 
Em 


47 
A=] 4 |, 


La 
“i , 
y ol vectorx=| 1 [es el vector propio de la matriz À el 
1. 


cual corresponde al valor propio À= 6. 
Escribamos la relación (3) en la forma Ax — Ax = 0 o bien 


(4 — àE) x =0, (4) 


donde Æ es la matriz unidad del mismo tamaño que la matriz A 
y 0, el vector columna nulo. Es evidente que sin el factor E de À 


la ecuación (4) no habría tenido sentido. 


Puesto que 
100...0 0 
O E 02 y ; 

0 
Ly 0 
po 0 
a S IE PO 
En 0 


La relación (5) es un sistema homogéneo lineal de ecuaciones el 
cual tiene soluciones no nulas si y sólo si su determinante es igual 
a cero, o sea, cuando se cumple la condición 


det (4 — AE) =0. (6) 
La ecuación (6) se llama ecuación característica de la matriz A 


y su primer miembro, polinomio característico (o determinantecarac te- 
rístico) de la matriz A. 


14 211 


En la forma desarrollada la ecuación característica se escribo asf: 


m) 


Si se desarrolla el determinante en el primer miembro de la ecua- 
ción (7), se obtiene el polinomio de n-ésimo grado respecto a A: 


D (1) = dot (4 — AE) = 
= (Al — pA A pA + (OL (8) 


La magnitud 2, que se determina de la ecuación (8), toma n 
valores M, Ags > « >, Àn entre los cuales pueden ser también iguales. 
Para hallar los vectores propios x(% correspondientes a los valores 
propios ^: (i = 1, 2, ..., n) es necesario resolver el sistema homo- 
géneo lineal de ecuaciones (5) para cada valor A;. 

Ejemplo 2. Hallar los valores propios y los vectores propios de la 


matriz Á =[; z 


A 1) Escribamos el polinomio característico de la matriz A 
y determinemos %. Tenemos 

lr 1 
TÈ 


gaa] E 


det (A—AE) 
La ecuación característica A? — 44 + 3 = 0 tiene dos raíces A = 1 
y M = 3 que son precisamente los valores propios de la matriz A. 


2) Determinomos el vector propio x9 = [i] correspon- 
a 


diente al valor A, = 1. La ecuación matricial 
Al TO 
zaj, 10] 


A S 

(AME)x9=0 o bien | y 2—1 

es equivalente al sistema aca el cual tiene un conjunto 
xi+z=0 

infinito de soluciones en la forma 7, «== —Z2. Suponiendo y = ¢ 

{c es todo número), obtenemos Tą = —c. Entonces el vector propio 


buscado se escribirá así: x® = c E 
3) Determinemos el vector propio x® = ES] correspondiente 
2 
al segundo valor propio A, = 3. Tenemos 


2-31 E7 (0) 
(4A— ME) x =0 o bien a | [el-el 
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—a + =0 
z=0 
c; por lo 


Esta ecuación matricial conduce al sistema 


do donde z, = xp. Suponiendo z, = c, obtenemos z, 
tanto, el segundo vector propio tiene la forma x® = c Hi A 


Al determinar los valores propios de las matrices y sus vectores 
propios se resuelve uno de dos problemas: 1) determinación de todos 
los valores propios y de los vectores propios de las matrices los cuales 
los pertenecen o bien 2) determinación de uno o de algunos valores 
propios y de los vectores propios que les pertenecen. 

El primer problema consiste en desarrollar el determinante ca- 
racterístico en polinomio de n-ésimo grado (o sea, en determinar los 


coeficientes Pı, Py, - » - Pn), en calcular luego los valores propios 
My ha, + + - Àn y. por último, en determinar las coordenadas del 
vector propio xT = (£), Z ,..., Zn). 


El segundo problema consiste en determinar los valores propios 
de A (uno o varios) con ayuda del método iterativo sin desarrollar 
preliminarmente el determinante característico, 

Los métodos del primer problema son exactos, o sea, si se em- 
plean para las matrices cuyos elementos se dan exactamente (por los 
números racionales) y si se realizan exactamente los cálculos (por 
las reglas de operaciones con las fracciones ordinarias), como resul- 
tado se obtendrá el valor exacto de los coeficientes del polinomio 
característico y las coordenadas de los vectores propios resultarán 
expresadas por las fórmulas exactas con ayuda de los valores propios. 

De ordinario se logra determinar los vectores propios de la matriz, 
utilizando los resultados intermedios de cálculos realizados para 
determinar los coeficientes del polinomio característico. Desde luego, 
para determinar el vector propio que pertenece a uno u otro valor, 
este valor propio debe ya estar calculado. 

Los métodos do resolución del segundo problema son iterativos, 
aquí los valores propios se obtienen como límites de ciertas suce- 
siones numéricas, al igual que las coordenadas de los vectores pro- 
pios que les pertenecen, Puesto que estos métodos no requieren cal- 
cular los coeficientes del polinomio característico, son menos fati- 
gosos. A continuación se consideran algunos métodos de desarrollo 
del determinante característico y los métodos iterativos de determi- 
nación de los valores propios de la matriz. 


$ 6.2. Método de desarrollo inmediato 


Tomando como ejemplo la matriz de tercer orden, consideremos 
cómo se determinan los coeficientes del polinomio característico 
por el desarrollo inmediato del determinante característico. Sea 


fis Gia Gig ay4—A ts lg 
A=| an as loz |, deb(A—AE)=]| an an —À Mag 
Los as Gss la ly ah 
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Caleulemos el determinante por la regla de los triángulos: 


Ay —h dy %3 
det (A—2E)=| az, Ags —A dog = 
üu la QÀ 


= (01 — |) (ara —A) (ags — À) + Org + 
+ Ar9990 01 — 019094 (022 — À) — 19094 (03 — À) — 
— ggas (G — À) = — A3 4-2 (au + 099 + aa) — 
—h [(Qy1099 419031) + (02903 — Aga) + (011039 — 13091) 1 + 
+ (Ustela F Ailoga F Logo — 019029034 — 190 y10539 — Uyglgz011) = 


<a ers A | a 


Au tig 


Qu aag 


)- Gsi Qiz Mg 
azi az a23] |+ 


Ms Qaz laz 


Ue la 
Asz da 


la ly 


o bien 
det (A — AE) = (4? (2 — pô? + på — py) = 0. 
Aquí ol coeficiento p, es la suma de los elementos diagonales de la 
matriz A; se llama traza de la matriz y se designa Sp A: 
j Pa = Sp A = an + la + ap 


el coeficiente pz es la suma de todos los menores diagonales de segundo 
orden de la matriz A: 
Qs liz ds ly 


an as 


an ig 


l- an 


Qy zs ls lg 


(recuérdese que se llaman menores diagonales de segundo, tercero, .. 
+ «, n-ésimo orden los menores cuyos elementos de las diagonales 
principales son elementos de la diagonal principal del determinante 
det A); el coeficiente 
au Gs Qiz 
pPa= dot A=| 27; as an|. 
a31 Qa Uy 
En general, si se necesita desarrollar el determinante det (A — A£) 
en polinomio de n-ésimo grado: 


D A) = (0 [A — para + pA" — na H (0 Pah 
los coeficientes P,, Pa --., pn se calculan por las fórmulas si- 
guientes: 


» 
Ppi= Y) a: =SpA es la suma de todos los elementos diagonales de 
i=1 
la matriz A; 
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laa Cap 
Aba ABR 


es la suma de todos los menores diagonales de 
segundo orden de la matriz A; 


m= 2 


a<p 


Aaa Qag Lay s 
maA =| es la suma de todos los menores diagonales 


P= > Ga Apa Gey | de tercer orden de la matriz A; 
Pl Aya Ayp ayy 


Pn = det A es el determinante de la matriz A. 


La cantidad de menores diagonales de k-ésimo orden de la matriz 
es igual a 


A T E 


El método de desarrollo inmediato cnesta mucho trabajo y se 
emplea al determinar los polinomios característicos para las matrices 


de poqueños órdenes. 
Ejemplo 4. Haciendo uso del método de desarrollo inmediato, 


hallar el polinomio característico de la matriz 
4-3 4 4 
2 0 4-1 


A= 
141 2-2 
4 4 —4 1 
1) Determinamos 
pm = Sp A = an + las + agt laa A a 
laa Cap : 
2) Tenemos p= S La cantidad de los menores 
a<B a “ss 
diagonales de segundo orden en la matriz de cuarto orden es igual 
a a==. Escribiendo todos estos menores y sumándolos, 
abten 
E: E = 3 de 1 04 
| 1% 12 
a=2; p=3 


pe P=2 a=1; na a= 
. =2 
p pe tl 


a=2; e a=3; Eer 
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Lag las lay 

3) Tenemos p¿= Y Uña Ugg: Apy |- 

APP aya Ayp Ayy 

diagonales de tercer orden en la matriz de cuarto òrden es igual 
4:3:2 


La cantidad de menores 


a Gei 7 =4. Por consiguiente, 
—4 -3 1 4-3 1 =4 4 
p=| 2 04|+| 2 0-1i+] 4 2 
4 12 1 1 —4 1 —4 
py pd e 
0 4-1 
4H 3—2|=2 
14 —4 1 
u=2; 
4) por último, hallamos 
4-3 41 4 
p= det A= 2 g éa a —15: 


1 41 2-2 
4 4 —1 —1 
5) Ahora bien, finalmente obtenemos 
DM =M— py + pA — pd + pa = 
=M 431 — YA? — 24A — 15. A 


Ejemplo 2. Desarrollar el polinomio característico de la matriz 


“ga 07 
As| -4 —1 0 
L 4-8-2] 


y determinar cualquier valor propio y el vector propio correspon- 
diente. 
A 1) Tenemos 
m=SpA=3=1-2=0; 


EEE TEN 
a apa Up -|4 —=1| "14 — -8 —2|7 
ami; Baz vs e: al. 
=1—64+2= —3; 
2 LE 0 
po=detA=|—4 —4 oaa 
4 —8 —2 
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Por lo tanto, D (A) = (19 (A3 — 3A +2); 4 — 3A + 2 = O; 
uno de los valores propios de la matriz A es 4 = 1. 

EA 
2) Hallamos el vector propio x= =] correspondiente a A= 1. 


a) 
La ecuación matricial 


3-4 1 ë Ma mos 
(A-4£)x=0 o bien 4 1-1 0 a |=| 0 
4 =8 —2-4_]|_x. 0] 
es equivalente al sistema 
2+ 2 =0, 
l — åz — 22, =0, 
4x1, —8x,—32¿=0. 


Aquí las ecuaciones primera y segunda son proporcionales, por eso, 
suprimiendo Ja segunda ecuación, obtenemos el sistema 


( 221 + Ta =0, 
4x, —8z, —32,=0. 

1 
4 —8 


básicas; x ¿es la incógnita independiente. Entonces con ayuda de las 
fórmulas de Cramer hallamos 


El menor d= 


—20 es básico; x, y z, son las incógnitas 


Suponiendo z,=20, tenemos 2=3; x=—6. Así pues x= 


=c| —6 | es el vector propio buscado. A 
20 


$ 6.3, Método de Krylov para desarrollar el determinante 
característico 


El método de Krylov se funda en propiedad de la matriz cuadrada 
de, anular su polinomio característico. 
*%, Según la identidad de Hamilton —Cayley toda la matriz cuadrada 
es raíz de su polinomio característico y, por lo tanto, lo anula. 
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Sea i 

D (N) = det (4 — AE) = 
= (APA H pA A pA o + Pa) 4) 
el polinomio característico de la matriz A. empleado en la 


igualdad M la magnitud A por A = [a;;) (donde i = 1, 2, ..., n; 
j=1,2,..., n), obtenemos 


APRA pA H pt = O. 2) 
Tomemos un vector no nulo arbitrario E 
o 
yo=| Y (8) 
w 


y multipliquemos ambos miembros de la igualdad (2) a la derecha 
por y®: 


AYO A pA" m pA"yO d n. py = 
Pougamos ahora 
ayudo =y (ka=1,2,.... n), (5) 
o sea, 


yO = Ay”, 


y = Ap < A” yo. 


Entonces la igualdad (4) se toma la forma siguiente: 


yo + py"? O H+. Pryo ” (6) 
o bien 
py"? + Piy"? r F py ia) =y", 
o bien 
ye» yaa yo yo 
1 1 
o inen lo eno 
Ya El 
a|”: lea] +. + 2 ]=-|% |. 
ya ye e ae 
o sea, 
PI A a S a 
PLEH pay” H o. H A mn 


E Pay = 
248 


o bien, por último, en la forma matricial 


pe pn e yo Ps ye 
(n-o n=) o m 
Y a Pa |_ Y 
o SEN 2 A as TE (8) 
o o ye 
Los vectores yP, yP, ..., yf se calculan por las fórmulas 
n 
y” = Y ayy? = 4y, 
į 
2 
Y SAN 
TA =a =A, (9) 


con la particularidad de que las coordenadas del vector inicial (3) 
so toman arbitrariamente. Si el sistema lineal (7) tiene la única solu- 
ción, sus raíces Py, Pes + » «+» Pn Son coeficientes del polinomio carac- 
terístico (1). Esta solución puede ser hallada por el método de Gauss. 

Ejemplo 1. Haciendo uso del método de Krylov, desarrollar el 
determinante característico de la matriz 


4-3 4 1 


2 0 4 -1 

tei T i gea 

1 1—1 -1 

4 

A 1) Elegimos el vector inicial y(% = k 


0 


2) Con ayuda de las fórmulas (9) determinamos las coordenadas 
de los vectores y™® = Ay®-Ð (k= 1, 2, 3, 4): 


<4 EA Y 
` 2 0 4-allo 2 
U) = Ay% = ye 
pued 1 1 2-2llo ap 
4 1-1 -aJlo 1 
¿a 1 Mr. 12 
2004 2 =} 
{2 = t) = = 
pay 1.1 2-2 1 E 
4 el A 1 Me” 
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=4-3 4 í 12 —39 
2 y ili 20 
= Ay = 23 
A 1 4 2-2]|| -2 1): 
1 4-1 —1]l —4 13 
4-3 4 17[-39 120 
2 0 4-1 20 dl 
4) = Ay = = 
Vay 1 i 2-2 4 —23 
i dii 13 —43 
3) Planteamos la ecuación matricial 
39 142 —41]f a 120 
2 —5 20|| ræ f__|—47 
11 —2 10|] 1-23 
13 —4 aoflpa =% 
Tabla 6.1 
m Pe Pa ps A Y | Ye 
E j e -4 1 -120 —150 
20 | -5 2 0 47 64 
“| -—2 1 o 23 38 
13 | -4 4 0 43 53 
a | -ans | aro | -1/39 | sos s43 | 
saa) | -2/39 | 20/39 | —asems | —168/48 | 108/43 
183 | -5/39 | 11/39 | -a73 | -12/13 | -124/13 
0 113 | 413 3 3 3 
t | -25| 4 —56/5 
-1/3 31/5 
1/3 3 
| i 5 93 
Bi —28 
| 4 14 
1 —14 
1 —23 
1 —6 
1 4 
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Escribimos el sistema que tiene la forma (7): 


— 39p, + 12p,—4p3+ p¿= —120, 


20p, —5p2+2p3 =41, 
11p,—2p2+ Ps =23, 
13p, —4P,-+ Ps =43. 


Resolvemos este sistema según el esquema de Gauss (véase la ta- 
bla 6.4). 


Ahora bien, 
D (Y = det (A — AL) = M + pÀ? + p? + pah pa = 
= M -+ 3A? — TA? — 24A — 15. A 
En cambio, si el sistema lineal obtenido (7) no tiene la solución 
única, es necesario cambiar el vector inicial. 
Ejemplo 2. Haciendo uso del método de Krylov, desarrollar el 
determinante característico de la matriz 


1—1 =1 2 


2 3 0—4 
amli 1-22 
1 141 0-4 


A 4) Tomemos en calidad de vector inicial y® = 


ooo 


Entonces obtenemos 


1 0 
yO = Ay = i yO =AyU= " E 
1 2 
1 4 
4 6 
y =Ay0 = 2 y? = Ay = 3 
2 3 
2) Planteamos la ecuación matricial 
4 0141TTp J 
4 420 i l 6 
2-110 A -3 j’ 
2 210Jl 3 


de donde obtenemos el sistema de ecuaciones 
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Pit Pt Dp=1, 
4p + 4p + 2p: 
2p1— Pe + Ps 
2p, +2p, + p¿= —3. 
Resolvemos este sistema con ayuda del esquema de única división 
Tabla 6.2 


m| 1 pa 1 
Puesto que el elemento guía es igual a cero, no es posible con- 


tinuar los cálculos con ayuda de este esquema. 
3) Para obtener la única solución cambiamos el vector inicial; 


0 
suponiendo y® = ob hallamos 


1 
2 6 
yO = Ay® = > ; yO=Ay0= a ; 
=t —4 
4 10 
4 8 
D = Ay = ; yW0=AyO0= 
y =Ay' al: WA 10 
3 5 
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Tabla 6.3 


Términos in- 
dependientes z 


I: 


La ecuación matricial 


4 6 201f2 10 
4 —4 —40ll».|_ 8 
= 54-20 ||p.| | 10 
3 —1 -114J]l» 5 


conduce al sistema 
«4p,+6p2+2p3= —10, 2p1+3p2+pa=—5, 
Ap, —4p2— áps Pi— Pr P= — 2, 
— 4p + 4pm 2p = — 2p, +2Pa— p:= —5, 
3pı—pa— Ps + Pa 3P — pr Part Pi=—5, 
el cual se resuelve con ayuda del esquema de única división (véase 
la tabla 6.3). 
Por lo tanto, 
DN =%*-P*-2+3%=1 A 
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$ 6.4. Cálculo de los vectores propios con ayuda 
del método de Krylov 


Si se conocen los coeficientes pı, Pa, - -., Pn y las raíces Ay, 
do, +» -n Ay del polinomio característico, el método de Krylov ofrece 
la posibilidad de determinar los vectores propios respectivos valién- 
dose de la fórmula siguionte: 


DIS YI y da y (==, 2, ..., 2). 
(1) 
Aquí y0-D, yO, ..., y® son los vectores utilizados al hallar 


los coeficientes py, Pz, - . «, Pn con ayuda del método de Krylov 
y los coeficientes gy (¡=1,2,....n—4; ¿=1,2,..., n) 
so determinan por el esquema de Horner: 


di =Å; Qu = jad + Pi- (2 


Ejemplo. Haciendo uso del método de K rylov, hallar los vectores 
propios de la matriz 


1 —1 —1 2 
2 3 0-4 
Aia de? 2 
Ed Mea 


A El polinomio característico de la matriz A está conocido: 
det (A — AE) = M — 2 — 2% + 3h — 1 
(véase el ejemplo 2 en el $ 6.3), y los valores propios son tales: M = 
= hy = 1; Àg = 0,618; A, = —1,618. Para determinar los vectores 
propios utilicemos la fórmula (1) 
xD = yD + uy” + gay F guy”. 


Aquí q; =1 y los coeficientes qy; (j = 1, 2, 3; i = 4, 2, 3, 4) 
so caleulan con ayuda del esquema de Horner (véase la tabla 6.4). 


Tabla 6.4 


hi | m=i | p=1 | p=-2 | P=3 


A 
A 
2¿=0,618 

à= — 1,618 —2,618 
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Utilizando las expresiones para los vectores y, y®, y, y) 
hallados en el ejemplo 2 del $ 6.3, obtenemos 


4 6 2 0 
4 e si 0 
xo=x0=| 4 [40] 7% [2] 75 |+4| 9 |= 
3 2a i 1 
0] ro 
dell 
=lol=t0 F 
e] Los 
4 6 2 
4 = S 
xo=| _4 |0382] 73 |-2,230| Z5 
3 = =í 
0 —2,764 0,49 
0 14,472 1 
+1,618] y — 1,056 —0,07 | 
1 7,236 0,50 
4 6 2 
4 4 4 
(4) = - =r 
x0=| _4 |-2618| 73 |+2230| Z3 
3 —1 má 
0 —7,236] [—0,38 
0 5,528 0.29 
0,68 lo |=1 18.944 |=| a A 
1 2,764 0,45 


Este método fue propuesto por Le Verrier y luego simplificado 
por el matemático soviético Faddéev. El método de Le Verrier se 
funda en las fórmulas de Newton para las sumas de los grados de las 
raíces de una ecuación algobraica y consiste en lo siguiente. Sea 


det (AE) =A" 4 pit 4... H Pn (1) 
el polinomio característico de la matriz A = la¿;] (donde i = 1, 
2... nij=4,2 a en) y dh; da, - - -, An es el conjunto cóm- 


ploto de las raíces del polinomio (1). Consideremos las sumas 
Si= Mt HAR (k51, 2, ....2), 
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O sea, 


S ¡4 +%+--. +A. = SpA, 
S=} HAt o HAR = Sp A, 


S=M+M+... HAE SpA" 


(cada suma S, es la traza de la matriz A*). Entonces para k << n 
son válidas las fórmulas de Newton 


Sa + PSr + -oo H Paasi = — kmo 
de donde obtenemos 
para k=1 p= — S, 
4 
para k=2 p= — y (Set PS1), 


para k=n p= (SRP H PaSa F +00 H Pas) 


Por consiguiente, los coeficientes del polinomio característico 
Pi, Pa, » + -+ Pn pueden ser determinados fácilmente si están cono- 
cidas las sumas $i, Sy, ..., Sn- 

Ahora bien, el esquema de desarrollo del determinante caracte- 
rístico por el método de Le Verrier consiste en lo siguiente: 

4) se calculan los grados de 4* = A*-1 A (k =1,2,..., n); 

2) se determinan Sa, o sea, las sumas de los elementos de las 
diagonales principales de las matrices A*; 

3) Haciendo i de las fórmulas (2), se hallan los coeficientes p; 
(t =1, 2, ... n). 

El método modificado de Le Verrier, propuesto, por Faddéev, 
consiste en calcular la sucesión de las matrices A,, Ay, ..., An 
según el esquema siguiente: 


A,=4; SpAr=g5 Bi=A—quE; 
SpA 
Ai=AB; B=g B,=4— hË; 


Sp Án- 
Anim ABa Dega Baa An na És 
An=4ABn= ig; Ba=Ar— gE (Bn es la matriz nula); 
gim — pi = — Pa +e Ina? — Pnet In — Pn 


Ejemplo 1. Utilizando el método de Le Verrier—Faddéev, desa- 
rrollar el determinante característico de la matriz 


1-4 4 2 
2 3 0-4 
asli ¡3 a 
1 4 0-1 
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A Sucesivamente hallamos 


=1+3—2—1=1; 


SpA, 


=2; 


2 


1404540 


SpA _ 
a 


3-1 —6 
2 

2 —4 —4 
1 


2 3-1 -6 
ahi F . 
; 


| 


16 
9 


2 
2-1 —4 
1 


1 
—2 —4 
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15% 


1 -1—1 2 2 3-16 
2 3 paj- 2 6 
AA a 2 2 1 2-14 -4|” 
1 t 0 4jl-2-4 1 9 
1000 
_po1oo0 SpA, itiiti a 
Sjoorof % 4 a ? 
0001 
0000 
E 0000 
B,=4,—qE= 0000 =0,. 
0000 
5) Ahora bien, p, = —q, = —2; p= —1; = 


4 
=% n=-4=-1 y TEL v= WERT 4 
La modificación del método de Le Verrier, propuesta por Faddéov, 
permite determinar la matriz inversa A7%, De las fórmulas (3) te 
nomos A, = ABa 1, Bn = An — mE = Op, de donde An = rE, 


ABna = QuE. (4) 


idp Benia a la izquierda la igualdad (4) por A-1, obtenemos 
AYABn., = AE, de donde 


> ES Br. 
aha o bion A" = Fra, (5) 


Ejemplo 2. Calcular la matriz inversa para la matriz A dada en 
el ejemplo 1. 
A Utilizando la fórmula (5), obtenemos 


2 3-16 
x ù SJEF 2 10 
AA A eA A 
=y 4 Y 
Verificación: 
ti-1 2 2 3-1 -6]f1000 
2 3 0-4|]-4-7 2 s6fforoo0 
[at 
adela g3 2 1 2—1 -4jloo1o] 4 
1.4 0 4fl-2-4 4 olloooas 
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$ 6.6. Cálculo de los vectores propios con ayuda 
del método de Le Verrier—Faddéev 


Si se conocen las matrices Bi, Ba, .-.» B -a obtenidas por 
el método de Le Verrier — Faddéev, y las raíces Ar, ha, - + -r An 
del polinomio característico D (À), los vectores propios xt’ se pueden 
calcular con ayuda de la fórmula 


x0 = Ae 4 Ab, H AOb, + + ba- 
donde e es cualquier vector unitario y b,, ba, . - .. ba- son los vec- 
tores columna de las matrices B,, Ba, . - -,» Bn-1, homónimos con e. 
Ejemplo. Calcular los vectores propios de la matriz 

1-1 —1 2 

2 3 0 —4 

1 1-2 -2|” 

1 4 0 —1 
si se conocen las matrices B,, Bs, B ¿(véase el ejemplo 1 en el $ 6.5) 
y los valores propios A = A, = 1; À, = 0,618; A, = —1,168 del 
polinomio característico D (A) = M— A3 — 2% + 3A — 1. 


A= 


0 El 41 
A Tomemos e= g ; entonces b; = E 5 by= i ; 
1 -2 —2 
=ë 
16 
b=| 1, 
9 


(las columnas 4 de las matrices B,, Bo, B y). Por la fórmula xP = 
= Me + Mb, + Aib, + b, hallamos: 


2 


0 4 -6 0 
0 -4 0 16 12 
1) = )= 1. a - có ` 
x0=x0=4.| q [41] [+1 sll allot 
1 9 6 
4 


-2 2 
0 27 
` 0 —4 0 
(== 3 5 
xaos] o |+o618] —, +o] f+ 
1 mes -2 
8 —2,764 
16 14,472 
+| —4 |5] —a,056 |* 
9 7,236 
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07 2 


4 
0 —4 0 
x0 =(—1,618y 0 +(—1,618) —2 | +(— 1,618) e |t 
1 —-2 —2 
—6 —7,236 
16 5,528 
Ti aa — 18,944 
9 2,764 
Escribimos los resultados de los cálculos en la tabla siguiente: 
di r u I Iv y vi 
, TEKE 
ma: y 5 -4 0 0 
1 -2 6 6 0,5 
0 0,764 2,472 6 2,764 0,19 
no | 4 4,5 0 16 | 147472 1 
¿Je 0 —0,764 3,708 —4 1,056 —0,07 
0,236 —0,764 1,236 9 7,236 0,50 
0 5,236 6,472 -6 | -7,236 0,38 
isc] 2 10,472 0 16 | 5,528 0,29 
uo » 0 —5,236 —9,708 —4 | -18,944 1 
4,236 5,236 3,236 9 2,704 0,15 


—A——= ___—___—_ AAA 


En las columnas II, III, IV están escritas las coordenadas de la 
columna 4 de las matrices B¿, multiplicadas por los grados corres- 
pondientes de A; y en la columna 4, las coordenadas del vector 

0 


ai r - La columna V contiene las coordenadas de los vectores 
1 
x% y la columna VI, sus coordenadas después de la normación. A 
$ 6.7. Método de Danilevski 


Dos matrices A y B se llaman semejantes si una se obtiene de la 
otra por medio de la transformación con ayuda de cierta matriz 
regular, o sea, se cumple la igualdad 


B=S"4S. 
Si la matriz B es semejante a la A, se escribe B œ 4. 
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Al construir el esquema de cálculo, en el método de Danilevski 
se utiliza la propiedad fundamental de las matrices semejantes: 
las matrices semejantes tienen iguales polinomios característicos. 

Si se reduce la matriz dada 


au Ue lg lin 
Gri Ge Grs azn 

A=| dy ly ly --- Asn (1) 
3ni Anz n3 Can. 


con ayuda de las transformaciones de semejanza a la llamada forma 
de Frobenius 


Diva fie fia > finas fia | 
1 2 Ta t p 
ETa O Ed 2) 


y luego se desarrolla el determinante 
fu—A fu fia iai] Íiina fin 


4 — 0... 0 0 

dot (F —AE)= 0 (3) 

según los elementos de la primera fila, obtenemos 

D (M) = dot (F — E) = (fu — Y (A — fi (A'E + 
+ his APA a ED ans 
o bien 
D (0) = det (F — ME) = (19 (1% — p PA pa” — 

— pA — nn Pa). (4) 


Aquí pi = fm, Pe = fiz Pa = fi» - ++: Pa = fin SOD los coefi- 
cientes del polinomio característico de la matriz Z los cuales en 
virtud de semejanza de las matricos ~ y A son coeficientes del poli- 
nomio característico de la matriz dada A. 

Según el método de Danilevski el paso de la matriz A a la matriz 
semejante de Frobenius F se lleva a cabo con ayuda de n — 1 trans- 
formaciones de semejanza que transforman sucesivamente las filas 
de la matriz A, comenzando con la última, en filas correspondientes 
de la matriz F. 

Esquema de transformación de la matriz A en matriz semejante 
de Frobenius F. 1°. Supongamos que nos haco falta convertir la fila 
Guilng ==» Cn, n-18nn en filad 0... 1 0. Admitiendo que an, n-1 Æ 
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s 0, dividamos todos los elementos de la columna n — 1 de la 
matriz Á por €», n- Entonces su n-ésima fila toma la forma 
a 


IE ERE ann O bien ansāna --- 1 ann 


2°, Sustrayamos la columna n — 1 de la matriz transformada, 
multiplicada, correspondientemente, por los números Ams lps + 
+ -.y Gun y de todas las demás columnas. Para la n-ésima fila obte- 
nemos 


Ani ~ Anjang — ana . «+ 1 am — änns O bien0 0...10. 


3°. En calidad de matriz regular tomamos la matriz Mn-ı que 
se obtiene de la matriz unidad después de las mismas transforma- 
ciones: 


1 0 0 0 

1 0 0 
DA A GLER) n 

ci Muda Mai, nd Myoiin 

0 vss 0 1 
donde 
1 
Miama EEP aa Mia (5) 


Las operaciones realizadas son equivalentes a la multiplicación, 
a la derecha, de la matriz Mn-ı por la A: 


ün ar ese Unet Asn 


0 0 
bis bia bi, n~t 
Ba bos 2, n= 
Dai Diis coe Oriana 
0 0 tss t 


Los elementos de la matriz B se calculan con ayuda de las fór- 
mulas 


bij = 05 + li, nna Dina = Mining, nar (6) 
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Sin embargo, la matriz construida B = AM,_, no será semejante 
a la matriz A. 
47. Para obtener la transformación de semejanza es necesario 
multiplicar a la izquierda la matriz inversa M34: por la matriz B: 
MA¡AM pa = MiB. 


La matriz inversa M-14 tiene la forma 


Suponemos MAL 14M, -1 por consiguiente, C = MaB. La 
multiplicación de la matriz ML, a la izquierda por la matriz B 
no cambia la fila transformada de esta última y la matriz C tiene 
la forma 


Cnet, 1 Cat 2 +++ Cnet, nei Crd, n 


0 0 1 0 


En efecto, multiplicando las matrices MzL4 y B, cambiamos sólo 
la fila (n — 1)-ésima de la matriz B, ya que c;; = bı; para todas las 
demás filas. Los elementos de esta fila se determinan con ayuda de 
las fórmulas 


Ena.1= 2, Anibas (U=4, 2,11). (7) 


La matriz obtenida C es semejante a la A y tiene una fila reducida. 

5°, Luego, Si € -1 n-. Æ 0, entonces con Ja matriz C repetimos 
las operaciones análogas, tomando por fundamental la fila n — 2. 
En este caso, utilizando la matriz intermedia D = CM... como re- 
sultado obtenemos la matriz E = Mil2,D =M5_2CM -¿ con dos 
filas reducidas. Con la matriz Æ hacemos las mismas operaciones, otc. 
hasta que se obtenga la matriz de Frobenius. 
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Todas estas transformaciones se formalizan en forma esquemática 
de cálculo, el proceso de composición de la cual consideremos en un 
ejemplo. 


Tabla 6.6 


5 1 -3 -2 -1 Y —6 -5 
6 1 6 4 4 -5 1 5 
do -1 3 3 —2 4 0 2 
8 -i 0 0 1 0 1 0 
r 0 11 e -t =ü 


40 [z5] 0 19 9 22 
M, 

m 0167-1] 0 3,467 | 1,500 | 3,067 

13 -6 0,500 | 2,000 | —2,500 | —2,500 | -2,50 | —3 
14 0 1 o ò 0 i 0 
45 19 0 1 0 0 1 0 
46 9 0 0 1 0 1 0 
17 -3 7 | 2 | 15 43 


Ejemplo t. Haciendo uso del método de Danilevski, desarrollar 
el determinante característico 


4-3 1 1 

de 2 0 4-4 f 
1 4 2-2 
1 1-1-1 


A Etapa I. Reduzcamos la matriz A a la forma de Frobenius. Para 
los cálculos hacemos la tabla (véase la tabla 6.6). 


1) En las filas 1 — 4 de la tabla de cálculo colocamos los ele- 
mentos 0; (È, j = 1, 2, 3, 4) de la matriz dada A y las sumas de. 


control a; = a a; (ù = 1, 2, 3, 4), o sea, la columna 2. Marcamos 


el elemento e = —1 perteneciente a la tercera columna (columna 
marcada). 

2) En la fila 1 escribimos los elementos de la tercera fila de la 
matriz Mn, = My los cuales se calculan con ayuda de las fórmulas (5): 


Mar 4 as 1 


e =7=1 m= ES -——=1 
de E S 
e e O: e a 


El número 0 debo coincidir con la suma de los elementos de la 
fila 4 después de sustituir el valor obtenido del elemento my; por 
—1, pero en el ejemplo dado ms, = —1. (Para comodidad el número 
—1 suele escribirse junto al elemento mas y so separa de este último 
por la raya). 

3) En las filas 5...8 en la columna 1771 escribimos la tercera fila 
de la matriz M3! la cual debe coincidir con la cuarta fila de la matriz 
inicial A. 

4) En las filas 5...8 en las columnas correspondientes oscribimos 
los elementos de la matriz B = A -M los cuales se calculan por las 
fórmulas (6) para las columnas no marcadas. 

La primera columna: 

bu = a + AM = —4 + 1-1 = —3; 

ban = an + laMg, = 2 + 4-1 = 6; 

bn = an + lg =1 421 = 

dy = an + aa = 1 + (—1)-1 = 0. 
La segunda columna: 

bis = lg + Mss = 3 + 1-1 => —2; 

boz = dag + armaz = D + 4-1 = 4; 

Das = aag + Gags = 1 + 2-1 ; 

Dis = Ggs F Laza = 1 + (—1)-1 = 0. 
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La cuarta columna: 
bis = Qa + Mg Mg = 1 + 1-4) = O; 
bag = Qg, + 02Mg, = —1 + 4- (—1) = —5; 
Day = Qag + As3Mga 2 + 2—1) = —4; 
baa = Gia H Ls 1 a a a =0. 
Los elementos transformados de la tercera columna (marcada) 
se obtienen con ayuda de la multiplicación de los elementos ipiciales 


por My = —1. 
La tercera columna: 
day = 012Moy = 14) > —1; brs = A3 My = 4 (1) = —4; 
baa = ayamga = 2 (1) = —2; bas = tamas = (1) (1) = 1 


La última fila de la matriz B debe teñer la forma Ọ 0 1 0. 

Para el control completamos la matriz B por los elementos corres- 
pondientes de la columna £’ transformados según las fórmulas aná- 
logas de dos términos para My, = 0: 

bis = Q15 + 0Mgs 5 + 1-0 = —5; 

bra = ars + Asamas = 5 + 4-0 = 5; 

bag = ags + asna = 2 + 2-0 = 2; 

bas = ais + aasmas = 0 + (—1) -0 = 0. 
Escribimos los resultados obtenidos en las filas correspondientes 
de la columna X’. Al adicionar a los elementos de la columna 3’ 
los elemontos respectivos de la tercera columna (marcada), obtene- 
mos las sumas de control para las filas 5...8 (i = 1, 2, 3, 4) 

La columna ZF: 


bis = bie + Qs = —5 — 1 = 
bas = brs + G33 = 5 — 4 = 
bas =ba F any = 2 m2 mi 
bas = bu + 0 = 0 +1 [l 
Además, los elementos de la columna 3 para el control se calculan 
con ayuda de la fórmula b; = È bu (1 =1, 2, 3, 4): 
bis = b + bia + HB 2—1 +0 = e; 
bas = ba + bae + brs + ba = 64445 ; 
bas = Da + boz + bas + bae = 3 + 3 — 2 — 4 = 0; 
baim ba k ba PUp 000 qm de 
La matriz B tiene la forma siguiente: 


—3 —2 —1 0 

Be 6 4-45 ` 
3 3—2 —4 
(' E < SE SE 
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5) La transformación M7! realizada en la matriz B, produciendo 
como resultado la matriz È = MB, cambia sólo la tercera fila 
de la matriz B, o sea, la séptima fila de la tabla. Los elementos de 
esta fila transformada 7’ no son sino las sumas de los productos pares 
de los elementos de la columna M;!, colocados en las filas 5...8, 
por los elementos correspondientes de cada una de las columnas do 
la matriz B [véanse las fórmulas (7)): 


ca = 1- (—3) + 1-6 + (—1)-3 + (—1):0 = 0; 
cas = 1- (2) + 1-4 + (—1):3 + (—1):0 = —1; 

LD) + 4- (—4) + (—1): (~2) + (—1)-1 = —4; 
ta = 1-0 + 1: (—5) + (1) (4) + (0)-0 = —1. 


Realizamos las mismas transformaciones en la columna X: 
cs = t- (—6) + 1-1 + (—4)-0 + (-1)-1 = —6. 


Como resultado obtenemos la matriz C compuesta por las filas 
5, 6, 7, 8 con las sumas de control en la columna 3: 


—3 -2 -1 0 


col 6_4 -4-5 
JE 
0 0 1 0 


La matriz C es semejante a la matriz A y tiene una fila reducida. 
En esto se termina la construcción de la primera transformación 
semejante: C = MlAM. 

Etapa II. Tomando por inicial la matriz C, separamos el ele- 
mento ĉa, = —1 (segunda columna) y continuamos procediendo de 
un modo análogo. 

1) Hallamos los elementos de la matriz M,-, = M, son ayuda 
de las fórmulas (5): 


m, pa aa =0; m= = a; 
2 Ci —1 = ~i 
ENDS. AES. EA NE E 
e e 4; Ma Pe ta 1 
E EE AR 
== 6 


Vamos a sumar: 0 — 1 — 4 — 1 = —6 (m, = —1; Si ma + —1, 
sería necesario reemplazar maz por —1). 

2) En las filas 9...12 en la columna A-1 escribimos la segunda 
fila de la matriz M71 la cual coincide con la tercera fila de la ma- 
triz C (véase la tabla 6.6). Hallamos los elementos de la matriz 
D = CMa 
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La primera columna: 
de 3+(-29-0= —3; di =86+4-0 6; 
da =0+0=0, 


La segunda columna (marcada) se obtiene multiplicando los 
elementos correspondientes de la matriz C por my, = —1: 


dis = Cj9M9 = (2) (4) = 2; dis = Camas = 4 (—1) = —4; 
dss = taaa = (1) (1) = 1. 
La tercera columna: 
dia = Crs + Cigg = —1 + (—2)-(4) = 7; 
des = Cra + CaoMgs = —4 + 4- (—4) = —20; 
dsa = Csa + Caos = —4 + (—1)-(4) = 0. 
La cuarta columna: 
dys = Gia + iMa = 0-1 + (—2)- (—1) = 2; 
das = Co F Crag = —5 + (1) = — 
da = Cya + Cyma, = —1 + (—4)- (1) 
La columna Z’: 
die = cis + Cimes = —6 + (—2)- (—6) = 6; 
dys = Cas + Caos = 1 + 4 (—6) 23; 
das = Cas + Sagas = —6 + (—1) (—6) = 0. 
Los elementos de la matriz 2 se obtienen sumando los elementos 


de la columna E” con los elementos correspondientes de la columna 
marcada: 


dis = die + dg = 6 + 2 = 8; 
des = dy + des = —23 — 4 = —27; 
de = dy + dy =0+1=1 
La matriz D tiene la forma 
-3 2 T 8 


D= 6 —4 —20 —9 
O 4 0.0 
0 0 1 0 


La transformación M;! que se realiza en la matriz D y ofrece la 
matriz E = MD cambia sólo la segunda fila de la matriz D, o sea, 
la décima fila de la tabla. Los elementos de esta fila transformada 10" 
no son sino las sumas de los productos pares de los elementos de la 
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columna M¿i que están en las filas 9...12: 


en =0(3) + (—1)-6 + (—4)-0 + (—1)-0 = —0; 
eas = 0-2 + ()-(4) + (4)-1 + (4):0 = 0; 
ess = 0-7 + (—4)-(—20) + (—4)-0 + (1)-1 = 19; 
ez, = 0-2 + (—1)} (—9) + (—4)-0 + (—1)-0 = 9; 
€ = 0-8 + (—4): (—27) + (—4)-1 + (—1):1 = 2; 
Ze, = —6 + 0 + 19 + 9 = 22, 
En esto termina la construcción de la segunda transformación 


semejante: E = MCM.. La matriz E c C contiene dos filas re- 
ducidas: 


—3 2 72 
En] o 199 
041 00 
0 0 10 


Etapa IY. Tomamos por inicial la matriz Æ. En ésta separamos 
el elemento ey, = —6 (primera columna) y transformamos la ma- 
triz E en semejante matriz de Frobenius F. Continuando de un modo 
análogo el proceso, con ayuda de las fórmulas (5) determinemos los 
elementos de la matriz Ma- = My: 


4 1 e; 
ma =- === 0,167, m= -$= y=; 
mi=-4= -= 3,167; m= 2t = — 7 =4,500; 
my=—5= — 7 =3,607 


Para que se obtenga la suma E = 3,667 reemplazamos my, = 
= —0,167 por —A; 


Z= —1+40+3,167 + 1,500 = 3,667. 


Vamos a escribir la matriz de Frobenius F en las filas 13...16. 
Primero construimos G = EM, y luego F = M;'G. En la columna 
M‘ escribimos la fila 10” de la matriz Æ (véase la tabla 6.6). 

La primera columna (marcada): 

gu = CM = (—3)- (0,167) = 0,500; 
Eu = enamn = (—6)- (0,167) = 1,000. 


La segunda columna: 


Bra = era F eaa = 2 4 (— 
Eaa = eng + enMy = 0 + 
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La tercera columna: 


Ens = Gis + enms = 7 + (—3)-3,167 = —2,500; 
gas = êsa + Camis = 19 + (—6)-3,167 = 0. 


La cuarta columna: 


gia = € F Ca = 2 + (—3):1,500 = —2,500; 
Boa = egs + Cami, = 9 + (—6)-1,500 = 0. 


La columna 2’: 


Bis = 6s + £nmys = 8 + (—3) -3,667 = —3; 
Las = Cas + Caps = 22 + (—6)-3,667 = 0. 


La columna 3: 


Bis = gis + 8n = —3 + 0,500 = —2,500; 
Ls = En + gua F gis + gia = 0,500 + 2,000 — 2,500 — 2,500 = 
= —2,500; 
Ens = Bas + En = 0+1 =i; 
Bas = En + Baa + Ers + Ba 1 + 0404 0= 4. 

Los elementos de la fila transformada 13’ no son más que las 
sumas de los productos pares de la columna M7! que están en las 
filas 13...16: 

fu = (6)-0,500 + 0-1 -+ 19-0 + 9-0 = 
fia = (—6)-2,000 + 0-0 + 19-4 +90 =7; .- 
fia = (—6) (—2,500) + 0-0 + 19-0 + 9-1 = 24; 
fia = (—8) (—2,500) + 0-0 + 19-0 + 9-0 = 15. 
Y = (—6)-(—2,500) + 0-1 + 19-1 + 9-1 = 43; 
2 = —3 4+7 + 24 +15 = 43. 


Ahora bien, la matriz buscada de Frobenius F, semejante a la A, 
tiene la forma 


—3 7 24 45 
1000 
04 00 
0010] 
Vamos a buscar el determinante característico de la matriz F: 
=3-4 7 24 415 


F= 


AW Y 0 
Did) =det(A—AE)=det(P—AE)=| y tek ol 
0 0 4 =å 
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De aquí, desarrollando el determinante D (A) según los elementos 
de la primera fila, obtenemos 


—3 — 7 2415 


A Fi r 
Da=| o 1 a o 32| 1-4 0|- 
0 0. 14 u de 
1.0.0 LA Y 1-4 0 
—7l0 —a oj+2o 4 olasjo 4 == 
0 i—i € d=% 0.0 4 


=(—3—A) (1) —7184+ 24(=M—15 = 
= p 20792445. A 


Casos excepcionales en el método de Danilevski. Este método 
es aplicable sin complicaciones algunas si todos los elementos a se- 
parar son distintos del cero (al igual que en el ejomplo recién con- 
siderado). En cambio, sial transformar la matriz A = [a;;) (i = 
= 4, 2,..., n; =1,2,..., n) en matriz de Frobonius F se 
obtiene la matriz en la forma 


con la particularidad de que resulta que dr, »-. = 0, no se puede 
continuar las transformaciones siguiendo el método de Danilevski. 
Aquí son posibles dos casos. 

Caso I. Supongamos que cualquier elemento de la matriz D, el 
cual está a la izquierda del elemento nulo d», »..,, es distinto del cero; 
por ejemplo, da, 54 0, donde l < k — í. Entonces promovemos este 
elemento al lugar del elemento nulo dy, }-1, © Sea, permutamos la 
columna £ — 1 y la columna 1 de la matriz D y simultáneamente 
su fila k — 1 y su fila 1. La nueva matriz será semejante a la dada 
y se puede continuar los cálculos según el método de Danilevski. 

Caso IT. Sea dp =0 {l= 1, 2, ..., k —1), es decir, el elc- 
mento separado, así como todos los elementos de la matriz que están 
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a la izquierda del separado son iguales a cero. Entonces la matriz D 
tiene la forma 


Partimos la matriz D en cuatro células de un modo tal que una 
matriz sea nula. Entonces el determinante característico det {D — 185) 
se descompone en dos determinantes: 


det {D — 4£) = det (D, — ÀE). det (D; — AE), 


pero la matriz D, tiene ya la forma de Frobenius, por eso nos queda 
sólo por reducir a esta forma la matriz D,. 


Tabla 6.7 
Columnas 
Filas Mi E x 
1 2 3 4 
1 3 1 -i 1 
2 3 1 i 3 
3 5 2 0 3 
4 -t a 1 o 
Ma 
1 í 1f -i o 
mM? 
5 A 4 1 -2 2 1 
6 -1 4 1 0 4 3 
7 1 7 2 -2 5 3 
8 1 0 1 0 1 0 
P -1 m 4 0 0 
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Ejemplo 2. Haciendo uso del método de Danilevski, desarrollar 
el determinante característico de la matriz 


3 Zi =i 
£ 31 4 
dl yeg 0 
1-11 4 


A Escribimos los cálculos en la tabla (véase la tabla 6.7). El 
elemento a separar Cs, = 0; no se puede continuar los cálculos 
siguiendo el esquema de Danilevski, Puesto que cy, 4 0, permutamos 
las columnas primera y segunda y las filas primera y segunda de la 
matriz C y continuamos los cálculos (véase la tabla $3. 


Tabla 6.8 
Columnas 
Pilas Ma rM] a y 
1 | 2 3 4 
-1 -1 4 1 0 4 

5 1 -i 4 í -2 2 

y 1 o |Hnu 1 0 

8 1 0 o 4 0 1 

M, 
1 0 -1 1 0 0 
mM! 

9 0 -1 —4 5 0 4 
10 -í -1 -4 5 2 | -2 2 
11 1 0 1 0 0 1 0 
12 0 0 0 1 0 1 0 
10 m 5 | = 2 3 

My 
n il-1 } -5 5 -2 | -3 
Mī' 

13 1 a 1 o 2 2 3 
14 5 1 o 0 0 1 0 
15 -5 0 3 0 0 1 0 
16 2 o 0 1 0 1 0 
137 4 -4 2 2 4 


Como resultado obtenemos la matriz de Frobenius F co A: 


4422 
1 000 
zala 100|: 
0 010 


de donde hallamos 
D(N = det (A —2E) = det (F — AE) = M — 40 + 
+40M—2+2 4 ` 
Ejemplo 3. Haciendo uso del método de Danilevski, desarrollar 
el determinante característico de la matriz 
0132 
1450 
1192 
1141 
A Escribamos los resultados de cálculos en la tabla (véase la 
tabla 6.9). 
Puesto que el elemento a separar es igual a cero, no se puede con- 


tinuar los cálculos según el esquema de Danilevski. 
La matriz D co C tiene la forma 


1]0,5 —2,5 2,5 


06 4-7 
P=lóla o ol: 
olo a o 


Partimos la matriz D en cuatro células por orladura y calculamos 
D (a): 
ri—àj 05 -25 2,5 


Doini] $ [$4 a a 
0 toi 0 
0 0 4 pei 
6% 4—7 
=(=) =a 0 (1D (62) 4447] = 
1 1 a 


=M-78 42224117. A 
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Cojumnas 
Filas M- z xv 
1 TE. | 4 
1 0 1 3 2 6 
2 1 4 5 0 10 
3 4 1 2 1 5 
4 1 1 JEE] 1 4 
Ma 
1 A A lía] -1 -4 
Mm! 
5 1 3 -2 3 =i -3 6 
6 1 -4 -i 5 -5 -5 | -10 
7 1 -i -i 2 -i -i -3 
8 1 0 0 1 0 1 0 


$ 6.8. Cálculo de los vectores propios con 
ayuda del método de Danilevski 


Sea y = (Yi, Ya; - - -» Yn) el vector propio de la matriz de Fro- 
benius F el cual corresponde al valor dado de A. Entonces Fy = Ay, 
de donde (F —A£) y = 0, o bien 


fu—=d fe fs- fm Ya” 
4 =4 0.. 
0 1 


Realizando la multiplicación, obtenemos el sistema para deter- 


minar las coordenadas y,, Yz, . . .. Yn del vector propio y: 
(aA) pi fia + fiyat > + finyn 0, 
Y—Me =0, , 
Ya— Ma (1) 


Este sistema de ecuaciones lineales es homogéneo. Con exactitud 
hasta el coeficiente de proporcionalidad sus soluciones pueden hallarse 
del modo siguiente, Pongamos y, = 1; entonces obtenemos suce- 
sivamente 
Ima =A, Yn- = Mna =P y = AL 
Ahora bien, el vector propio buscado es 
ari 
ame 
A 2) 
1 
Puesto que la matriz F es semejante a la matriz A, entonces A es 
también el valor propio de la matriz A. 
Designemos con x = (%,, Za, .. ., Zn) el vector propio de la 
matriz A el cual corresponde al valor de %. Entonces obtenemos 
x = MnaMn-a .-. M,M,y, (8) 
donde Mai, Mn-2» - > «y M, son las matrices unidad transformadas 


según el método de Danilevski. 
Por ejemplo, la transformación M, realizada en y ofrece 


My Mig ... Min Y Ed Maryk 
OS IS 
0 0 1 Yn 2 ES _ 
-x a 
2, minya 
= gd 
i 


Por consiguiente, la transformación M, cambia sólo la primera 
coordenada del vector y. Análogamente, la transformación My 
cambia sólo la segunda coordenada del vector M,y, ete. Repitiendo 
este proceso n — 1 veces, obtenemos el valor propio buscado x 
de la matriz A. 
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Ejemplo. En el ejemplo 1 del $ 6.7 hemos mostrado que la matriz 


Es e A 
2 0 fai 
a= y a 2 
1 4-1 -1 


con ayuda del método de Danilevski se reduce a la forma de Frro- 
benius 


—3 7 24 15 
pa 100.0 
0100 
001.0 
Calcular el vector propio x® = (ti, e; Za, £4) Si M = —1. 
A Utilicemos la fórmula (3), o sea, x = M,M,M,y, donde 
13 —1 
a 1 
sysh Ed A E 
1 pi 


y tomemos las matrices My, My, M, de la tabla 6.6. Sucesivamente 
hallamos 


0,167 0 3,167 ai Faa o 
0 o 1 1 
My=| 0 A —1 : 
0 O A 
El Y E a5 P-457 
0-1 ho zA 4 2 
MMi=lg o a olla j- | 
lo o o «ll 41 La 
nio 0 01,57] pP-15 
01 0 0 2 2 
x0=MMMY=| 4 4 4-1 1 [5] 05 
vo o all a 4 


De un modo análogo se puede hallar los vectores propios también 
para los valores As, Az, Ay A 
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$ 6.9. Determinación del primer valor propio de la matriz 
con ayuda del método de iteraciones 


Con ayuda de los métodos iterativos se puede determinar el pri- 
mer valor propio (es decir, el mayor en módulo) de la matriz A sin 
desarrollar el determinante característico. 

Sea 

det (A —1£)=0 (1) 


la ecuación característica; Aj, Az, » - », An, sus raíces que son los 


valores propios de la matriz A = [a;;] (donde ¿=1,2,..., n; 
j=1,2,..., n). Supongamos que 


lAl>I4]1>141>-..>!/An l 


o sea, A, es el mayor en módulo número propio. 

Entonces para hallar el valor aproximado de la raíz 4, se utiliza 
el esquema siguiente: 

1) se elige arbitrariamente el vector inicial y; 

2) se plantean las iteraciones sucesivas: 


yO = Ay, 
y? = A.Ay = Aly, 


my, 
y "DD = A AMy = AMD y; 


3) se eligen de la sucesión los dos últimos valores y” = A”y 
e y0*D = Ay; entonces 


get no 
M= mo o bien A œ% a (2) 


donde y"*P e yl" son las coordenadas correspondientes de los 
vectores y™*D e y™ (¡=4,2,..., n). 

Ahora bien, tomando un número de iteración bastante grande m, 
se puede con todo grado de precisión calcular la raíz ^, mayor en 
módulo, de la ecuación característica de la matriz. Para determinar 
esta raíz puede ser utilizada toda coordenada del vector y”, en 
particular, se puede tomar la media aritmética de las relaciones 
correspondientes para diferentes coordenadas. 

Si el vector inicial y está elegido con poca fortuna la fórmula (2) 
puede no dar la raíz necesaria e, incluso, en general no tener sen- 
tido, es decir, el límite de la relación y*9 /yGY puede no existir. 
Lo último se advierte fácilmente por los valores «saltantes» de esta 
relación. En tales casos es necesario cambiar el vector inicial. En 
calidad de primer vector propio se puede tomar y("*», 
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Ejemplo. Hallar el primer valor propio de la matriz 


7310 
A=|122 
04 >| 
(con tres cifras decimales) y el vector propio correspondiente. 


1 
A 1) Elegimos el vector S] 1 | 
1 
2) Planteamos m = 10 iteraciones: 
yO = Ay, y® = AyD, ..., y = Ay, 


Colocamos los cálculos en la tabla 6.10. 


Tabla 6.10 


075 | 4189 | 16260 | 62973 
253 | 964 | 3693 | 24193 | 54650 | 210683 
5 | 1309 | 5002 | 19195 73845 


243569 | 941370 
812 585 


3) Terminando las iteraciones en y0% = AYy, tenemos para 
distintas coordenadas: 


go 


W q A O w py UEP 812585 
i T p 243509 3,865; Aj yp 210063 =3,857; 


o 
Wa 


4) Calculamos A, como media aritmética AP, AP y AP 
h= APLI a 3,8654 3,857 4-3,853 = 3,858. 


3 3 

5) En calidad de primer vector propio de la matriz A se puede 
7941 3707 

tomar el vector y“® = Ay =| 812 5|. Normándolo, o sea, divi- 
|284 508, 


diendo todos sus coordenadas por la norma del vector, igual a 
(1.3640) l= V 9418702481258574 284 508% = 1,28-10°, 
obtenemos el primer vector propio de la matriz A el cual perte- 

nece al primer valor propio À; = 3,858: 
0,747 
xn] 0,64 
0,22 | 
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$ 6.10. Determinación de los valores propios sucesivos 
y de los vectores propios que les pertenecen 


Supongamos que los valores propios de la matriz A son tales que 
[MI>lA1>lá41>+...>!lAn 1 (1) 


Entonces para determinar À, podemos utilizar las llamadas A-dife- 
rencias haciendo uso el valor A, que ya tenemos 


Andy = Ay MATY, by A"ty = A"y hd Mly 
o bien A 
BY = yD Ay, Ay MD = y™ — y MD, (2) 


de donde, pasando a las coordenadas de los vectores, obtenemos 


(m) (m4 1) (m) 
AÑ PA — hyf 
Maira E (3) 
py: mD AI i a 


La fórmula (3) ofrece los valores muy aproximados para Az, ya que 
2, también fue determinado aproximadamente. 

Si los módulos de todos los valores propios son distintos entre sí, 
con ayuda de las fórmulas, análogas a la (3), se puede calcular asi- 
mismo los demás valores propios, pero los resultados sucesivos serán 
todavía menos exactos. 

Al calcular ^, el número de iteración m ha de tomarse menor que 
al calcular 4 para evitar que se pierda la exactitud durante la sus- 
tracción de los números próximos. 

Ejemplo. Para la matriz 


3107 
A=|122 
011 


hallar el segundo valor propio A; y el vector propio x'» que le per- 
tenece. Realizar los cálculos para m = 8 iteraciones con tres cifras 
decimales. 

A Utilicemos la tabla de los valores A”y para m = 7, 8,9 
(véase la tabla 6.10) 


T 
Aty | Asy | Aty 
16 260 62973 243 569 
14193 54 650 210 663 
5 002 19195 73845 
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Con ayuda de la fórmula (2) planteamos las A-diferencias: 
Any? = y — hy (i= 1, 2, 3). 


Para cada una de las filas se toma el propio valor 4,. A" = 
= 3,865; AÐ = 3,857; A) = 3,853. Obtenemos la tabla siguiente: 


Tabla 6.11 
Aly MAT A1A%y Aly | MASY Ay 4%y 
62 973 62 845 128 243 569 243 290 179 
54650 | 54742 -92 210 663 210785 122 
19195 19272 -7 73845 73 958 -113 


3) Con ayuda de la fórmula (3) para cada fila calculamos hy: 


A 179 "> AY 422 
10 a Dyp == 14400; A 106 


aP IA 8 1.468. 
A z7 


4) Determinamos A, como media aritmética de AP, AP y AP ; 


q Aado Aios = 1,398. 


5) En calidad de segundo vector propio tomamos 


T 179 
xd = AnA y =| —122 |. 
183] 
Normándolo, tenemos 
0,737] 
x2=| —0.50 |. 
—0,46 


Para la matriz dada se puede hallar el tercer valor propio, co- 
nociendo la traza de la matriz: puesto que 4, + Aa + Ag = Sp A = 
=3>+2 +1 = 6, entonces da == 6 — 3,858 — 1,398 = 0,744, A 
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Ejercicios 
1. Utilizando el método de desarrollo inmediato, hallar los poli- 
nomios característicos para las matrices siguientes: 


M2 5 77 
3 —2 4-3 
nae 3 s| Dile oa ap 
3 


2: $ 
it Y 
1.14 4 4 
1 41-41 
Ntra. a dí 
1-14 4 


2. Determinar los números característicos y vectores propios 
de las matrices 


56 -—3 
na. ma] 20 31 
MEA 


3. Con ayuda del método de Krylov desarrollar los determinantes 
característicos de las matrices siguientes: 


2 -2 4 F 


Má 2 4, 
a) A=|3 —1 All? a al 
La 0-1 
= Ai gä 
Edi 7 
Zaa Ai 
JAS a gge 
a Md Él 


4. Haciendo uso del método de Le Verrier — Faddéev, desarrollar 
los determinantes característicos para las matrices siguientes: 


S-i $ 0 2 —4 3 —27 


¿E to ij padi T= 
Tasa 4 a ile Aé a 
E E Í Lo 4-4 i 


5. Aplicando el método de Le Verrier — Faddéev, hallar las 
matrices inversas para las dadas en el ejercicio 4. 
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6. Desarrollar el determinante característico de la matriz 


meci 2 
5—3 3 
=i 1052. 


y calcular el vector propio con ayuda del método de Le Verrier — 
Faddéev. 

7. Haciendo uso del método de iteraciones, calcular los valores 
propios primero y segundo de la matriz 


4 1.07 
121 
011] 


pe 


á= 


CAPITULO VH 
Interpolación y extrapolación 


$ 7.1. Función y métodos de su representación 


En la actividad práctica nos encontramos constantemente con 
la necesidad de rovelar las formas de relación en los procesos y fenó- 
menos y con la necesidad de describirlas matemáticamente. 

Consideremos las formas de relación para las cuales cierta mag- 
nitud y que caracteriza el proceso depende de un conjunto de mag- 


nitudes no relacionadas entre sí Tı, Za, - + ., &n de un modo tal 
que a cada colección (T, a, . . -, Zn) corresponda el único valor 
de la magnitud y. Tal correspondencia unívoca de la magnitud y 
al conjunto de las variables independientes 2,, Ta, . . -, Zn Se llama 
dependencia funcional y la misma variablo y, función de las variables 
Zj, To, + - +) Zn lo que se escribe formalmente así: 

U= F liy Bas oo er Tn): 


Ahora bien, la expresión y = z} + 3V T, + mz} es función 
de tres variables. 

Si la magnitud y es función de una sola variable independiente z, 
esta relación puede ser representada en la forma siguiente; 


y =f (2). 


Por ejemplo, el área de un círculo S es función de la variable 
independiente, o sea, del radio de círculo R, es decir, $ = f (R); 
Ja forma concreta de esta función S = xR?, El volumen de una figura 
es ya la función de tres dimensiones: V = f (Zy, £z, 23) y según la 
forma de la figura esta relación funcional sc concretiza respectiva- 
mente. 

Del curso de análisis matemático se conocen tres métodos de 
representación de las dependencias funcionales: 1) analítico; 2) grá- 
fico; 3) tabular. 

El método más cómodo de representar la dependencia funcional 
y = f (æ) es el analítico, ya que muestra directamente las opera- 
ciones, y la sucesión de realizarlas, con la variable independiente x 
para que so obtenga el valor correspondiente de la magnitud y. 

Así, por ejemplo, como resultado del tratamiento matemático 
se puede obtener la siguiente dependencia analítica de los créditos 
monetarios en la agricultura para los valores mercantiles y materia- 
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les en función de los gastos para el ganado bovino: 


y = 51,0203 + 0,105%z, 


donde y son los créditos para los valores mercantiles y materiales; 
æ, los gastos para el ganado bovino. 

Otro ejemplo de la dependencia analítica: en el movimiento uni- 
formemente acelerado el espacio recorrido y el tiempo están ligados 
por la relación 


s = vt + 0,5at?. 


La ventaja del método analítico de representación consiste cu 
la posibilidad de obtener los valores de y para todo argumento fijo + 
con toda precisión. 

Entre los inconvenientes de este método figura la necesidad de 
roalizar toda la sucesión de los cálculos; además, el método analí- 
tico no está visualizado, 

Las desventajas indicadas del método analítico se eliminan al 
utilizar el método gráfico de representación de la función y = f (x). 

Se llama gráfico de la función dada y = f (z) el conjunto de los 
AÑ del plano zOy cuyas coordenadas satisfacen la ecuación 

= f (2). 
4 El edo tabular de representación de las funciones está di- 
fundido en la técnica, la física, la economía, las ciencias naturales 
(y con más frecuencia aparece como resultado de un experimento). 

Por ejemplo, supongamos que como resultado de una prueba está 
obtenida la resistencia óhmica R de una barra de cobre en función 
de la temperatura t” en forma de la tabla siguiente: 


R | 77,80 | 79,75 


80,80 | 82,35 


83,90 | 85,10 


re | 25,0 | 30,1 | 36,0 | 40,0 | 45,1 | 50,0 


En este experimento el valor de la resistencia óhmica de la barra 
de cobre cambia durante las oscilaciones de la temperatura y es una 
variable dependiente. 

La ventaja del método tabular de representar una función con- 
siste en que para cada valor de ln variable independiente colocada 
en la tabla se puede hallar inmediatamente, sin mediciones o cál- 
culos algunos, el valor correspondiente de la función. 

El inconveniente del método tabular consiste en que no es posible 
representar continuamente toda la función, es decir, siempre hay 
tales valores de la variable independiente que faltan en la tabla. 


$ 7.2. Tablas matemáticas 


Entre las funciones que constantemente figuran en las mate- 
máticas hay muchas tales cuyo cálculo cuesta bastante trabajo, 
a pesar de ser ellas sencillas. Tales funciones se someten a la tabula- 
ción, o sea, se representan en forma de las tablas matemáticas. 

Tienen la más vasta aplicación las tablas de funciones de una 
variable. Entre ellas figuran las de los números inversos, de los 
cuadrados y cubos de los números, de las raíces cuadradas y cúbicas, 
las tablas de los logaritmos de las funciones trigonométricas, las 
tablas do la función exponencial y de otras funciones elementales, 
Hay tablas de las funciones de dos variables y de una cantidad mayor 
de estas últimas, Como ejemplo de la tabla de las funciones de dos 
variables puedo servir la de los productos de dos números. 

La tabla no es sino una colección de los valores de la función 
para una sucesión de los valores de los argumentos £y, Yi, Ly, -.. 

. +, Za. Debe contener tal colección de los valores del argumento 


que para todos valores de éste, distintos de Zo, Ti, Lo, ++.) Ln 
se pueda obtener el valor de la función con el grado necesario de 
precisión. 


Las características fundamentales do las tablas son: 1) denomi- 
nación de las funciones cuyos valores ellas expresan; 2) volumen; 
3) paso; 4) cantidad de cifras do la función a tabular; 5) cantidad de 
entradas. 

En calidad de denominación de la función cuyos valores numéricos 
se dan en la tabla sirve la expresión analítica de esta función, por 
ejemplo, son z, log z, e*, eto. 

El volumen de la tabla se predetermina por los valores inicial y 
final del argumento. Así, por ejemplo, el volumen de la tabla y = 
= sen z contiene los valores del argumento entre 0%' y 90°. 

Casi para todas las funciones a tabular los valores del argumento 
en la tabla forman la progresión aritmética cuya diferencia h se 
llama paso de la tabla. Ahora bien, 

h=2x — Zi, = const ((=1, 2, ..., n) 
Entonces 
21i=w + ih ((=0,1,..., 2). 

A tílulo de ilustración consideremos un fragmento do la tabla 
de conversión de los radianes en grados y de los grados en radianes 
(tabla 7.1) 

En las primeras dos columnas de la tabla mencionada como va- 
ríable indopendiente sirve la medida en radianes, mientras que los 
grados se consideran su función. Lo mismo es válido también para 
las columnas 3 y 4. En calidad del paso de la tabla aquí se elige 
h = 0,01 radianes. 

Comenzando con la columna 5 se examina la función inversa a la 
dada, donde como variable independiente se eligen grados (o minutos 
y la medida en radianes es, respectivamente, la función de los grados 
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Tabla 7.1 


Radianes Grados Radianes Grados | Grados Radianes 
(0 (2) 43) 6) | (5) 46) 
A Áo _ —_ A 
0,2 41,459 0,70 40,407 20 0,34907 

12.032 Y 40,680 21 36652 


Continuación 

Grados Radianes Minutos Radianes Minutos Radiancs 
1) (8) (9) (10) (11) a2) 

70 4,22175 20 0,00582 50 0,01454 

Y 23918 21 00624 51 01484 

7 2562 22 + 00840 52 01513 

73 27409 23 00869 53 02542 

74 2915 24 00698 54 01571 


(o de los minutos). El paso de esta parte de la tabla es igual a un 
grado (en las columnas 5 y 7) y a un minuto (en las columnas 9 y 11). 

En las tablas de guía se utiliza asimismo un paso compuesto de 
dos niveles. Por la vertical en la columna se dan los valores del argu- 
mento con un paso relativamente grande h*: q; = sọ +ih* (i = 
=0, 1. ..., n) y los valores correspondientes de la función y; == 
= f; = f (2). Por la horizontal en la primera fila se colocan los 
valores del argumento con un paso más pequeño k que de ordinario 
esigual a una décima parte del paso grande: h = 0,14*. En la segunda 
fila y en las sucesivas se ponen los valores de la función para el argu- 
mento que es igual a la suma do los valores z; que están en la misma 
fila y en la misma columna en la intersección de las cuales se escribe 
el valor de la función. Así en la tabla 7.2 se da un fragmento de la 
tabla de las raíces cúbicas. Del fragmento mencionado de la tabla 
no es difícil determinar el paso grande por la vertical, igual ah* = 1, 
y el paso pequeño por la horizontal, igual a h = 0,1. 

Generalmente el paso de la tabla se expresa pòr una inidad de 
cualquier orden (más raramente por dos o cinco unidades de un orden 
determinado). Por ejemplo, en las tablas de los cuadrados y los cubos, 
en las de las raíces cuadradas y cúbicas y en las de los logaritmos 
el paso grande h* = 1, en las tablas de los logaritmos naturales y en 
las do los números inversos el paso grande h* es igual a 0,1 (véase 
la tabla 7.2). r ` : 


17-546 237, 


Tabla 7.2 


60 | 8,43433 | 43904 | 44369 | 48836 | 45303 | 45769 | 46235 | 46700 |47465 | 47629 
61 | 8,48093 | 48556 | 49018 | 49481 | 499421 50403 | 50954 | 51324151784 | 52243 
62 | 8,52702 | 53160| 53618 | 54075] 54542] 54988 | 55444 | 55899 | 56354 | 56808 
63 | 8,57262 | 57715| 58168| 58620 | 59062 | 59524 | 59975 | 60425 | 60875 | 61325 
64 | 8,64774 | 62222} 62670 | 63118 | 03566 | 64012 | 64459 | 64904 | 55350 | 65795 


Tabla 7.3 


EJ 


letal o 


$ 


65*0, 9063/9070 (9078 (9085 [9092 ¡911 
6690, 9135/9143 [9150 |9157 [9164 [9171 
67*/0, 9205/9212 [9219 [9225 [9232 |9239] 
68*10,927219278 |9285 [9201 [9298 |9304| 
69°10, 9336/9342 [9348 (9354 [9361 (9367 


ARDOS 


Si examinamos la tabla de los senos (tahla 7.3), veremos que en 
esta tabla en calidad de paso grande se elige un grado y el paso pc- 
queño'es igual a sois minutos. è 

La siguiente característica. de las tablas es la cantidad de cifras 
do la función a tabular, ya que los valores de Ja fmición y = f (x) 
para los valores tabulados del argumento en las tablas matemáticas 
y los resultados de mediciones en las tablas técnicas son magnitudes 
aproximadas. . 

: Para los cálculos prácticos manuales las más aplicables son 
«Pablas matemáticas de cinco cifras decimales» de B. I~ Segal y 
K. A. Semendiáev, «Guía de matemáticas» de I. N. Bronshtein 
y K. A. Semendiáev, ete. 

En las tablas se colocan sólo las cifras justos del valor numérico 
de la función: esto quiere decir que el error no supera cinco unidades 
del primer orden suprimido. En este caso los valores de la función 
para todos los valores de z dados en la tabla se determinan con error 
absoluto igual. La exactitud con que se dan en la tabla los valores 
de la función se llama exactitud de la tabla. A veces en distintas 
partes de la tabla la exactitud puede ser diferente. « 

En algunos casos al trabajar con las tablas es necesario conocer 
las diferencias de los valores vecinos de la función dados en la tabla, 
o sea, Yiz, — Yi. Estas diferencias se Haman diferencias finitas de 
primer orden y se escriben, a veces, en la colunina de la función en el 
intervalo entre los valores de esta última que participan en la for- 
mación de la diferencia finita correspondiente. Las diferencias se 
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escriben en las unidades del último orden sin ceros delante de las 
cifras significativas y sin coma. Por ejemplo, en la tabla 


senx 


1,000 | 0,84147 54 
1,001 | 0,84201 * 


la diforencia finita 0,00054 = 0,84201 — 0,84147 está escrita entro 
los valores respectivos de la función. 

La siguiente característica importante de las tablas es la can- 
tidad de entradas en la misma. Es igual al número de argumentos de 
la función, Así, las tablas para las dependencias funcionales y = 
= f (2) son tablas con una entrada. Entre ellas figuran las tablas Th, 
7.2 y 7.3 anteriormente dadas. 

La tabulación de la función de dos variables z = f (2, y) conduce 
a la tabla con dos entradas. Entre semejantes tablas tienen amplia 
aplicación práctica las tablas de multiplicación. 

En la tabla 7.4 el multiplicando de tres-órdenes está escrito en 
la columna izquierda y el multiplicador de un orden, en la fila 
superior de la tabla. El paso de ambas entradas en la tabla es igual 
a la unidad. Para obtener el producto de un número de tres cifras 
Por un número de una cifra basta encontrar la fila en cuya primera 
columna está puesto el multiplicando y elegir la columna en la cual 
está situado el multiplicador, En la intersección de la fila y columna 
halladas está precisamente el producto buscado. 


Tabla 7.4 
ela lsfala [ere [o]. 


541 1082 1623 2164 2705 3246 3787 4328 4869 
542 1084 1626 2168 2710 3252 3794 4336 4878 
543 | 1085 1629 2172 2745 3258 3801 4344 4887 
` 544 1088 1632 2176 2720 3260 3808 4352 4896 
545 1090 1635 2180 2725 3270 3815 4360 4905 


Ejemplo 1. Supongamos que se necesita multiplicar 543 por 8. 
En la tabla 7.4 encontramos la fila que contiene 543 y la columna 
cuyo número es 8. En su intersección leemos el número 4344 lo que 
es precisamente el producto buscado. 

Para multiplicar números polidígitos el multiplicando se divide 
en partes que contienen tres cifras, como máximo, y a cada una 
de estas partes se aplica el método indicado. 

Ejemplo 2. Supongamos que se necesita multiplicar 541 544 por 
37. Dividimos el número 541 544 en dos partes de tres órdenes: 
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541 y 544. Sucesivamente multiplicamos cada parte por tres decenas 
y por 7 unidades y sumamos los productos parciales obtenidos: 


541 x30=16230 544 x30=16 320 


541x7= 3787 544X 7= 3808 
20017 20128 


El primer producto parcial se pone en tres órdenes a la izquierda 
respecto al segundo y se realiza la sumación: 


20017 
20 128 
20 037 128 


Éste es precisamente el resultado buscado. 


$ 7.3. Conceptos principales de la teoría 
de aproximación de las funciones 


La teoría y la práctica de aproximación se aplican al resolver 
muchos problemas prácticos. 

Supongamos, por ejemplo, que en el proceso de cierto experi- 
mento en instantes discretos de tiempo £p, Yi, |- Ty han sido 
obtenidos los valores fọ, fi, - .., fy de cierta variable f (z). Se 
necesita reconstruir la función f (x) para otros x Æ z; (i = 0; 1, ... 
..., N). Un problema semejante surge al calcular muchas veces 
en el ordenador una misma función compuesta f en diferentes puntos. 
En vez do esto con frecuencia puede ser racional calcular la función f 
en un pequeño número de puntos característicos z; y en los domás 
puntos calcular sus valores siguiendo una regla más sencilla al uti- 
lizar la información sobre los valores ya conocidos f; = f (x). 

En calidad de otros ejemplos difundidos de aproximación de las 
funciones sirven los problemas de determinación de la derivada f’ (£) 

b 


y de la integral y (z) dz según los valores dados f;. 


a 

Por último, al componer los algoritmos de los programas están- 
dares para ol cálculo de las funciones clementales y especiales aparece 
una vez más el problema de aproximación de las funciones. 

El enfoquo clásico de resolución de semejantes problemas con- 
siste en que, utilizando la información disponible sobre la función f, 
se considera otra función ọ que es próxima, en cierto sentido, a f 
y permite realizar con ésta la operación correspondiente y obtener 
la estimación del error de tal «sustitución analítica». 

En el proceso de realización numérica de este enfoque es necesario 
examinar las siguientes cuatro cuestiones fundamentales: 

1. La cuestión acerca de la información disponible respecto a la 
función f, o sea, acerca de la forma en la cual está representada la 
función f. i t 
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2. La cuestión acerca de la clase de las funciones que aproximan, 
o sea, acerca de qué funciones q será aproximada la función f. 

3. La cuestión acerca de la proximidad de las funciones apro- 
ximable y aproximante, o sea, acerca de la elección del criterio de 
aceptación al cual debe satisfacer la función q. 

' 4. La cuestión acorca del error, o sea, acerca de la determinación 
de la diferencia entre los valores exacto y aproximado. 

En la cuestión sobre la información respecto a la función f se 
distinguen dos casos principales: ora la función está representada 
analíticamente, ora en la forma de una tabla. El método gráfico 
de representar la función se refiero al primer caso o al segundo según 
el problema concreto. A continuación consideraremos sobre el seg- 
mento la, b] las funciones continuas f {z}, junto con una cantidad 
suficiente de sus derivadas, determinadas por sus valores f; = f (z4) 
en los nodos z; de la red dada 


Ay (aLa <n <... <p Lb) (1 


En la cuestión sobre la claso de las funciones aproximantes es 
necesario guiarse por dos factores principales. En primer lugar, la 
función aproximante debe reflejar_las particularidades caracterís- 
ticas de la aproximable y, en segundo lugar, debe ser bastante có- 
moda en el tratamiento, o sea, al realizar con ella las operaciones 
necesarias. 

En el análisis numérico tienen gran aplicación tres grupos de las 
funciones aproximantes. El primero está formado por las funciones 
que tienen la forma 1, z, ..., z” cuyas combinaciones lineales 
generan la clase de todos los polinomios de grado no superior a n. 
El segundo grupo está constituido por las funciones trigonométricas 
sen a;x y cos az que generan las series de Fourier y la integral de 
Fourier. Por último, el tercer grupo se compone de las funciones 
exponenciales e*!* que determinan los fenómenos del tipo descom- 
posición y acumulación los cuales se encuentran frecuentemente en 
situaciones reales. 

A continuación examinaremos con más detalles la aproximación 
polinomial, o sea, tomaremos en calidad de la función aproximante 
el polinomio de cierto grado n. 

En este caso la función aproximante suelo designarse P, (z) 
y tiene la forma 

2 
p(2)=P, (2)= o: ayz". 2) 

La cuestión sobre el criterio de aceptación consiste de hecho en 
determinar de cierto modo la «distancia» entre las funciones aproxi 
mable y aproximante y luego de toda la clase de las funciones aproxi- 
mantes elegir aquélla para la cual esta «distancia» es mínima. 

Uno de los criterios de aceptación difundidos es el de Chébyshev 
fundado en el concepto de distancia como magnitud máxima de 


261 


desviación de la función q respecto a la función f en los nodos z;: 
M= máx z) —ẹ (2) 1. 3 
Pi A i) — (e) t (3) 


Presenta inayor interés el caso particular cuando para la función 
aproximante la distancia p, =0. Esto quiere decir que para la 
unción tabulada y = f (z) representada por sus valores y; = f; = 
= f (z): 

wes] Ty 
v lu less YN 


se necesita (construir la función aproximante q (z) que coincida 
on los nodos z; con los valores de la función dada y = f (z), o sea tal 
que 9 (21) = yy. 

Tal método de aproximación basado en el criterio de coinciden- 
cia de f y q en los nodos z; se llama interpolación. Si el argumento z, 


Fig. 74 


para el cual se determina el valor aproximado de la función, pertene- 
ce al segmento [z,, x y), 6l problema de determinación del valor de 
la función en el punto æ se denomina interpolación en sentido estrecho, 
En cambio, si ol argumento z está fuera del segmento [zp, 2 y), el 
problema planteado se nombra eztrapolación. 

El problema de interpolación para la función de una variable 
y = f (æ) significa geométricamente la construcción de la curva 
que pasa por los puntos con coordenadas (24; Yo), (£i; Y1), -- + (£x; 
y x) sobre el plano xOy (fig. 7.1). 

Vamos a Citar un ejemplo más de criterio de aceptación. Intro- 
duzcamos el concepto de distancia entre las funciones f y p como su- 
ma de cuadrados de sus desviaciones en los puntos nodales: 

N 


p= 2 1 (e) — o ENP. 6 


Elijamos ahora en calidad de función aproximante aquélla para 
la cual p es el mínimo. Es racional utilizar este criterio en caso de 
una gran cantidad de información dada con pequeña exactitud; el 
método de aproximación fundado en dicho criterio suele llamarse 
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método de cuadrados mínimos.. Entre las ventajas de este método 
conviene mencionar la sencillez y la armonía de su teoría mate- 
mática. 

Por fin, la última cuestión — acerca de la exactitud de la solución 
que se obtiene — es, en muchos aspectos, la fundamental. En efecto 
en resumidas cuentas la calidad del método se determina, en primer 
lugar, por la rapidez con que se obtiene la solución con exactitud 
requerida o bien, como se dice de otra manora, por la velocidad de 
convergencia. Por eso es comprensible que la elección de los puntos 
nodales, de la clase de funciones aproximantes y del criterio de acep- 
tación debe ser subordinada a la única cuestión, o sea, a la de exacti- 
tud requerida, 

A primera vista la cuestión sobre la exactitud de la solución 
a obtener pareco bastante simple: es necesario que la solución apro- 
ximada se distinga de la oxacta en valor prefijado e como máximo. 
Sin embargo, la cuestión acerca de la posibilidad de aproximar 
tan exactamente como se quiera la función f, cuestión que dopende de 
los «parámetros» anteriormento citados (nodos z;, clase de funcio- 
nos «q, criterio de aceptación de f y ọ), en el caso general, queda 
pendiente y se somete a la investigación para cada proceso de apro~ 
ximación concreto. 


$ 7.4. Interpolación con ayuda de los polinomios 


Consideremos más detalladamente el probloma de interpolación 
do la función f con ayuda de los polinomios ulgebraicos. 

En este caso la función aproximante «q suele designarse P, (z) 
y tiene la forma 


o=, (a) = 2 43. (1) 


La elección del valor concreto nz se determina en gran parte por las 
propiedades de la función aproximable, por la exactitud requerida, 
así como-por los nodos de interpolación. A continuación veremos que 
en la elección de la magnitud n ejerce influencia esencial también 
el proceso de cálculo que introduce en el resultado un error adicional. 

En calidad de criterio de aceptación se toma, evidentemente, la 
condición de coincidencia de f y q en los puntos nodales. 

Es natural suponer que para determinar unívocamente n + 1 coe- 
ficientes ap del polinomio P, es necesario exigir que coincidan f y Pp 
en el punto nodal z + 1: 


f (2) = Pa (zi) (è = 0, 1, ..., n). (2) 


El polinomio P, (z) que satisface las condiciones (2) se llama 
polinomio interpolador. Para subrayar que este polinomio depende de 
la función f, se designa frecuentemente P, (f, x). 

En el caso en que es necesario calcular ol valor de la función f (2) 
en nn punto z*, por error de interpolación A, se entiende el valor 
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absoluto de la diferencia entre los valores exacto y aproximado: 
A = | f (2*) — Pa (2%) |. (8) 


En cambio, en el caso en que la interpolación se lleva a cabo sobre 
todo el segmento la, b], por error se toma la desviación máxima del 
polinomio P, respecto a la función f en el segmento dado: 


Ai = máx 1/(2) — Palo): 


Ahora bien, considermos el siguiente problema (le interpolación 
En la red A, : aK to < t <... < Zy < b en los nodos z, se dan 
los valores f; = f (2) (i = 0, 1, . . ., n) de la función f. Se necesita 
construir el polinomio interpolador P, que coincida con f en los 
nodos z; y estimar el error Á,. 

La existencia del polinomio interpolador y su unicidad se doducen 
del teorema siguiente. 

Teorema. Supongamos que; 1°) sobre el segmento la, b] se da la 
red An aS toS Iy <... < En S b; 2) se dan los ñúmeros arbitraż 
rios c; (i = Ô, 1, . . ., n). Entonces existe el polinomio P, de grado no 
superior a n que toma en los nodos z; los valores dados de c; y este poli» 
nomio es único. 

D De Jas condiciones para determinar los coeficientes desconoci- 
dos a, dol polinomio P, obtenemos el sistema de ecuaciones alge- 
braicas 


ao? + aa Ht... tap=c(i=0,1,.... 2). (4) 
El determinante de este sistema 
C ET yl 
P e el (5) 


es el determinante de Vandermonde que, como se sabe del álgobra, es 
distinto del cero si se cumple la condición z; Æ z; para i +. Esta 
condición se cumple, evidentemente, para la red en cuestión An. Por 
consiguiente, el sistema (4) tiene la única solución (la única colec- 
ción de los coeficientes ax). M 

Es evidente que si en calidad de números c; se asignan los valo- 
res f; de la función f en los nodos z;, obtenemos la afirmación sobre la 
existencia del polinomio interpolador P, (f, z) y sobre su unicidad. 

Los cooficientes a, del polinomio interpolador (1) pueden ser 
determinados poniendo en el sistema (4) c; = f: y resolviéndolo, por 
ejemplo, con ayuda de las fórmulas de Cramer 


ar = Ay W. 


Aquí Ay es el determinante que se obtiene de W reemplazando la 
columna de los términos que contienen el grado n — k de z; (i = 0, 
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1, . . ., n) por la columna f; de los términos independientes del sis- 
tema (4): 


A a ERE dy APA a 

n = mE 

a A j a A D 
Auca E en e TT e 

E aa EE a EE a A 


Sustituyendo los valores obtenidos de a, en la igualdad (1), 
llegamos a una nueva forma de representación del polinomio inter- 
polador P, (f, z): 


JA E ai 
A (8) 
Ín 1%, za 


Nótese que en la práctica suelen utilizarse los polinomios inter- 
poladores de primer grado y de segundo grado. En este caso se trata 
de interpolación lineal y cuadrática. 

Ejemplo. Con ayuda de los nodos To, Z, z; Y los valores corres- 
pondientes de la función fo, fr, fg construir el polinomio interpolador 
UPRO en la forma de da combinación lineal de los valores 
fı (¿=0, 1, 2). 

A De acuerdo con la fórmula (8) tenemos 


Pta a 

fo 1 Tot 

hiz 

h inr 
Desarrollando el déterminante según los elementos de la primera 
columna, obtenemos 


=0. 


i2m% das tax les 
A A E z l=. 
1 z t 12% la 2 137 


Teniendo en cuenta que 
12 a 
122% 
1 2 zh 
finalmente hallamos 


Ela) y mad) 
Pal) = fo atras Ha + 
(=z) n) 
ES 


= (2,—2;) (Tp 25) (Za — y), 


$ 7.5. Error de los procesos de interpolación 


Supongamos que la función f es aproximada por el polinimio 
intorpolador, o sea, 


1 (2) = Pn (2) + Ra (2), (1) 
donde Ra (z) es el término residual de la fórmula de interpolación 
Í (2) = Pa (0). (2) 


El término residual depende de muchos factores: de las propioda- 
des de la función f, de los parámetros de interpolación y de la posi- 
ción del punto de interpolación. Por oso el estudio de R, (2) es un 
problema difícil. En este caso es necesario, ante todo, responder a la 
pregunta: ¿qué es la medida numérica del error? Si el punto de in- 
terpolación z* es fijo, por medida del error es natural tomar la mag- 
nitud A, = | Ra (2*) |. En cambio, si el punto z* no está conocido 
de antemano y la interpolación se lleva a cado sobre el segmento la, b), 
es racional por medida del error tomar la magnitud 


Ay=máx | Ry (2) |. (3) 
ta, 5] 


Según el problema concreto pueden ser elegidas también otras me- 
didas del eror. 

Por regla general, la estimación de la medida del error no se 
realiza para una función tomada por separado sino para toda una 
clase de funciones que poseen ciertas propiedades comunes. 

Deduzcamos la expresión explícita para estimar el error (3) de 
la fórmula de interpolación (2) para la clase de funciones C”* (a, b) 
que tienen sobre el segmento [a, b] una derivada continua de or- 
den n + 1. 

Con este fin vamos a demostrar el teorema siguiente. 

Teorema. Supongamos que: 1°) los nodos z; (i = 0, 4, . . ., n) son 
distintos y junto con x* pertenecen al segmento la, bl; 2°) la función f 
tiene sobre la, b] una derivada continua de orden n + 1. Entonces existe 
tal punto E € (a, b) que 


n 
=D 
o (2*—2;). (4) 

O Nótese que si z* coincide con uno de los nodos, la relación (4) 
se cumple, ya que su primer miembro y su segundo miembro son igua- 


les a cero. Por eso suponemos luego que x* Æ z; (i = 0, 1, . . ., n). 
Examinemos la función auxiliar 


n 


Y (2) = f (2)— Pa (2)—k LD, (a*— aj). 


donde k es la constante elegida de un modo tal que la función Y se 
anule para z = x*, o sea, 
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Y (e) = 0 = f (2#) — Pa (2) k 1] (020). 
De aqui i 
Fa Pn) O O Ra eh 


k= [ee [ee 
4=0 4=0 


En virtud de tal elección de k la función Y sobre el segmento (a, bl 
se anula n -+ 2 veces, como mínimo, en los puntos Zo, Tys - - -+ Tns EN 
Entonces, utilizando el teorema de Rolle, se puede afirmar que la 
derivada Y’ sobre el intervalo (a, b) se anula, al menos, n -+ 1 veces 
y la derivada Y” se anula n veces, por lo menos, etc, hasta la deri- 
vada +D que se anulará on un punto, como mínimo. Supongamos 
que éste es el punto § € (a, b). 

Ahora, derivando los miembros segundo y primero de la rela- 
ción (5) n+1 veces respecto a z y luego suponiendo z = E, en ol primer 
miembro se obtiene el cero, ya que Y+) (£) = 0, El primer suman- 
do del segundo miembro ofrece el valor de la derivada'en el punto 
E: /*D.(E). El segundo sumando del segundo miembro da el cero 
como derivada de orden n + 1 del polinomio cuyo grado no supera n. 
El tercer sumando es el producto de la constante k por el polinomio 
de grado n + 1 con el coeficiente superior igual a 1; la derivada 
de orden n + 1 de este polinomio, como se sabe, es igual a (n + 1)! 
Ahora bien, sumando todo lo dicho, tenemos 

0 = 09D (5) — k (n + 1)! 
Sustiluyendo aquí en vez de Æ su expresión (6), obtenemos la relación 
roquerida (4). W 

Supongamos ahora que, para precisar, 

[40D (2) |< Mnai 2 Ela, bl. (7) 


Utilizando csta limitación y el teorema que acabamos de demostrar, 
llegamos a la siguiente estimación del error para el punto fijo z*: 


(6) 


Š 
Mas 
) S= lR (2%) 1< E 1 e—a ($) 
i=0 


Ahora no es difícil construir para la red fija An la estimación 
1 R, | uniforme en todo el segmento la, b]. Así pues, 


E Mns må : 
Amps Mis mit 10 (2) l, (0) 


donde w, (2) = i, (£—2x;). 


Ejemplo 1. Obtener sobre el segmento [—1, 1] la estimación 
uniforme de la desviación de la función f = 1 — cos (m2/2) respecto 
a su polinomio imterpolador construido por los nodos r; = 


=—1+Ë (=0,4..,mn=2,3,4) 
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A Nótese, ante todo, que para la función en cuestión sobre el 
segmento dado Ma +, = (1/2)**!. Por eso en virtud de la estima- 
ción (9) la resolución del problema se reduce a la estimación de la 
nerd miz | ©n (z) | lo que se puede cumplir con ayuda de las 


reglas ordit de análisis matemático. 
1. Consideremos el caso n = 2. Entonces 


w: (2) = (z + 1) z (2 — 1); , 0; (z) = 32? — 1. 
Las raíces del polinomio 'w;(x) son zy, = 1/3 = + 0,5774: 
Sustituyendo los valores obtenidos en ©,, tenemos ` 
máx |m()|=10, (z1) | = YV 27 = 0,3849 
t-41] 


y, por lo tanto, 
2 


Ar 


2. Supongamos ahora que z = 3. En este caso 


a 


AS (777202. 


a(a)=(241) (2+5) (15) (1); ot) =4 462 7, 


De raíces del polinomio w; (z) sirven z, = 0; a= +V 53% 
æ + 0,7454. Es fácil comprobar que el valor diia | 0, (z) | se 
alcanza en los puntos z}, Z3: 
à miie | 0 (2) | = | 05 (22) | = 16/81 = 0,1975. 
Por eso 
4 


s< (F) rsr 20,05. 
3. Para n = 4 reduzcamos la estimación 
a (2) =(2+1) (2+4) æ (2-4) (z—1) 


a la obtenida en el subp. 1. Efectivamente, en virtud de la imparidad 
de œ, (z) se puede limitarse por la determinación del valor máximo 
de | w, (z) | sobre el segmento [0, 1]. En este caso 


máx jos (01 <27 máxlo {z=} (z— 9|. 


Reemplazando en el segundo miembro de la desigualdad obtenida 
la variable con ayuda de la fórmula z = $ (y + 1) y tomando en 
cuenta los resultados del subp. 1, obtenemos 
2 ts 4 
3 máx]. (=-3) (2-1) [5 má me lu+iy (1) = 
LO, 3] e 


-iyos 
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Ahora bien, 


máx | 0, (£) <UVBz= 0,1443 
E-t, 11 


y la estimación buscada 


a< (5) 


Parece que el ejemplo citado afirma la suposición acerca de que la 
estimación (9) es prácticamente conveniente y toma pequeños valo- 
res para la mayoría de las funciones al ser n suficientemente grandes. 
Sin embargo, en muchos casos esto no tione lugar. 

La cosa consiste on que sólo para una clase restringida do funcio- 
ues (por ejemplo, para las funciones enteras) las derivadas de bas- 
tante alto orden son pequeñas. En cambio, para la mayoría de 
las funciones algunas de las derivadas de orden superior tienen la 
tendencia a crecer como n!. A título de ejemplo consideremos la 
función y = ln z. Es evidente que para ella y0% = (4)! C 
Ahora bien, incluso cerca de los puntos donde la curva y = lg z 
parece suave, sua derivadas de órdenes bastante altos llegan a ser 
muy grandes y se comportan como r! 

El inconveniente de la aproximación polinomial consiste en que, 
por lo general, falta el sentido físico el cual conduce de ordinario 
a generalizaciones útiles. 

Por otro lado, la sencillez de la teoría de la aproximación polino- 
mial y su desarrollo profundo on combinación con el mínimo de 
cálculos contribuyon a que este tipo de aproximación sea un instru- 
mento cómodo al resolver distintos problemas, aún más porque, 
como muestra la experiencia, en los cálculos prácticos se obtienen 
buenos resultados en caso de la aproximación por polinomios, aunque 
el término residual ora, en general, es difícil de estimar, ora su 
estimación resulta demasiado exagerada. 

Así pues, hemos examinado sólo un aspecto de la cuestión sobre 
el error, o sea, la influencia ejercida por las propiedadas de la fun- 
ción f on la magnitud A,. La cuestión sobre el error en dependencia de 
la situación de los nodos de la red está estrechamente vinculada con 
las propiedades del polinomio de Chébyshev, y por eso conviene vol- 
ver a estudiar con detalles este problema después de considerar es- 
tos polinomios. Aquí nos limitamos por una de las posibles esti- 
maciones de la magnitud | o, (z) | sobre la red fija An. Sea que s 
esté entre £r y Try. Pongamos máx (£; — ti) = h, entonces 

1<i<n 


a 
lon (2) |= 4, [e—a |< (k+ 1)! (nk HSA, (10) 
Por eso la desigualdad (8) puede escribirse en la forma 


= Mns pny 
A más |Rn (2) 1< prat. 
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Nótese que la estimación (10) es bastante aproximada y.no es di- 
ficil mejorarla (proponemos que el lector lo haga de por sí en cali- 
dad dol ejercicio). 

Ejemplo 2. ¿Con qué exactitud se puede calcular” 117 con ayuda 
del polinomio interpolador para la función y = Y z, eligiendo como 
nodos de interpolación zy = 100, z, = 121, z, = 144? 


A Ante todo, determinamos M, = máx |(V 2)” |. Para 
1100; 1341 
esto hallamos 
a » 1 TE 2 
y =3 0% y = 10 y=q 00, 


De aquí M¿= 5100-37 =4.10-, Por eso en virtud de la rola- 
ción (8) tenemos 


AS E-10 | (117 — 100) (117 —121) (147—144) | ~ 


=0,12.10% A 


$ 7.6. Polinomio interpolador de Lagrange 


La determinación inmediata de los coeficientes ap del polinomio 
interpolador está ligada con ciertas dificultades de cálculo, Por eso 
al resolver los problemas prácticos se utilizan tipos especiales del 
polinomio interpolador. 

En este párrafo vamos a examinar la forma del polinomio inter- 
polador que se llama forma de Lagrange y suele designarse Ln (2). 
Para construir Zp examinemos primero los polinomios auxiliares 
l; (x) de grado n que poscen las dos propiedades siguientes: 

(e) =1(=0,14,..., 2; (1) 
li (ex) =0 (ik; i k= 0, 4,.. a 12). (2) 

Estas propiedades significan que, por ejemplo, el polinomio lọ (x) 
toma en el punto zo el valor igual a la unidad y en los demás nodos 
se anula; ol polinomio L (x) toma en el nodo z, el valor igual a la 
unidad y en los demás puntos se anula, etc. En el caso general el 
polinomio 1, (æ) en el nodo z; toma el valor igual a la unidad y en los 
demás nodos se anula. Ahora bien, en virtud de la propiedad (2) 
y del requisito de que el polinomio l; (x) tenga el grado n, obtenemos 

li (2) = cı (£ — m0)... (Œ — 2 le — 2141). . - (£ — zn) (3) 
Luego, utilizando la propiedad (1), para determinar la constante c; 
tenemos la ecuación 

li (£i) = c; (zi — zo) + (i — Ei (Es — tit) + 

(2, — ln) = 4. 
De aquí 
1 


(EZ) 2 (Ti ti-i) (i—i) + (Hi) 


(4) 


== 


Por eso lá expresión explicita para l; (z) se puede representar del mo- 
do siguiente: 


A (2—3) a A a) 
ula) ita) > (ita) (Zii) +++ iEn) * 6) 


Hagamos ahora la siguiente combinación lineal de los polinomios l,: 


La (=È (a (6) 


La expresión (6) es el polinomio de grado no superior a n. En el 
nodo g; este polinomio toma el valor f;, ya que el sumando 
correspondiente de la sura /,1, (x;) es igual a f; y los demás sumandos 
f;l; (z:) son iguales al cero. Ahora bien, está construido el polino- 
mio interpolador para la función f (z). Esta forma precisamente se 
denomina polinomio interpolador de Lagrange. 

Teniendo en cuenta que 


On (2) = (2 — 20) (1 — 25). - - (4 — Ln)» 
se' puede considerar su derivada en el punto z; 
i Oh (24) = (T1 — Lo)». > (Zi — Ti-ar — Tit). > (Ti — 2n) 
y escribir el polinomio de Lagrange en la forma 


n 
ir, On (2) 
L, (2)= dh AA (7) 

Las magnitudes L; (£) son, en cierto modo, polinomios ponderales 
de los nodos correspondientes y suelen llamarse multiplicadores de 
Lagrange. En adición a las propiedades (1) y (2) citemos una propie- 
dad importante más de estos multiplicadores: 


Y, (0) =1. (8) 


En efecto, sea f (x) = 1, entonces todas las f; = 1 (i = 0 
Por otro lado, [("*% (x) = 0 y en virtud del teorema del $ 
= f (æ) = 1. Suslituyendo lo obtenido en la expresión 
a la igualdad (8). 

Ejemplo 1. Haciendo uso de los nodos zy = 0, z, = 1/3, z, = 1, 
construir el polinomio interpolador de Lagrange para la función 
7 = sen (nz/2) y obtener una estimación uniforme del error sobre el 
segmento [0, 4]. 

A Nótese, ante todo, que f (zo) = 0, f (x,) = 1/2, f (2) = 1. 
Luego, utilizando la expresión (7) para n = 2, construimos el poli- 


nomio interpolador deseado: 
z (2 
aneti ga l 


ua N 


ri, ioan) 
7.5 La (a) = 
(6), llegamos 


21 


La estimación de error se obtiene fácilmente de la relación (8) 
del $ 7.5 para n= 2: 


M: 5 1 

ASIA máxix (2 ——>) (2 —1 |- 

<a máx! (+5) (61) 

En el caso dado es evidente que Ms (7/2) y E I z(z - 3) x 
14} 

X (1 — 1) | = 0,079 y se determina de un modo análogo al hecho 

en el ejemplo 1 del $ 7.5. Por eso tenemos finalmente 


ay3 41 
AS (F) -<:0079=005. a 


Ejemplo 2. La función f (z) se da en la forma tabular 


[0] 11206 
u| LELE 


Valiéndose del polinomio interpolador de Lagrange, determinar 
el valor de esta función en el punto z = 4. 

A Sustituyendo en la fórmula (7) los valores z; y f; para n = 3 
y z=4, obtenemos 


1 MD a e 44246), 

Lea aa 10 + 
o 44948) 41) (4-3 _ 

A IN 


Si en el ejemplo considerado añadimos a la tabla un punto más, 
tendremos que volver a realizar los valores de la función para z = 4. 
Además, del mismo ejemplo se ve que el proceso do obtención del va- 
lor aproximado de la función ayuda de la fórmula do interpolación 
do Lagrange está vinculado con grandes cálculos. Esto origina la 
necesidad de simplificar el trabajo de cálculos. 

Para la comodidad de los cálculos hagamos una tabla auxiliar 


donde Zo, Zı, » - -» Zn Son los nodos de interpolación y z es el valor 

del argumento para el cual se determina el valor aproximado con ayu- 

da de la fórmula de interpolación de Lagrange. Designemos con ko 
el producto de los elementos de la primera fila 

ko = (z — 20) (£o — %1). - - (Eo — En). 

En la forma general el producto de los elementos de la ¿-ésima fila es 

ki = (£1 — Zo)... (2i — Zim) ($ — 201 — Tit). -e (Li — Tn). 

Coloquemos los números ko, k,, - . ., kn en la columna derecha 


extrema de la tabla. Adicionalmente calculemos el producto de los 
elementos situados en la diagonal principal: 


On (2) = (£ — zo) (z — 2} . . . (£ — Zn). 


Entonces el polinomio interpolador de Lagrange puede ser escrito en 
la forma 


n 
Ln (3) =0 (2) 2 > ©) 
i=0 
Haciendo uso de la fórmula (9), volvamos a resolver el ejemplo 2. 
Hacemos la tabla be 
4 | -1 | -2 | -6 | -48 
1 4-1 1-2 1-6 15 
2 2-1 4-2 2-6 —16 
6 6-1 6-2 4-6 —240 
y hallamos w; (4) = — 48. Determinamos el valor aproximado de la 


función en el punto z = 4, o sea, f (4) = La (4), haciendo uso de la 
fórmula 


3 
La()=0:(0 2 qe, 
i=0 


o bien 


—11 —3 3 1187 
Ly (4) = —48 (+++ | =25. A 
La. fórmula de interpolación de Lagrange se simplifica conside- 
rablemente si los nodos de interpolación son equidistantes, o sea, 
h = 2141 — z; = Const, donde A es el paso de interpolación, Intro- 
duzcamos la designación £ = {z — xp)/h. Según la fórmula (5) tene- 
mos 


L 


= (2) = (zzo) >> loa) (Etin) >: (220) 
(zizo) -> (212020) (i—i) >> + (21—2p) * 


18-546 273 


Puesto que 
I—=ih, 
12—u=th—h=h(t—-4). 


I— tT, =thħh—nh=h(t—=n), 

entonces 

L YD ... Ei) pi 1) LAR 

t ihih ... M(DA-.. [ih] 

Nótese que una parte del producto en el denominador es igual a 
ih {i — 1) h. . h = ith 

y la otra parte es igual a 

(—h). . [= (n — ih) = (—4)*- (n — ijh", 
Multiplicando el numerador y el denominador del segundo miembro 
de la igualdad (10) por (—1)%=* (t —- i), obtenemos 


` (40) 


a li a 
ai a SS 


ayi ea 
A t=i nl e 
donde Ci ==. 
Entonces el polinomio interpolador de Lagrange para los nodos 
equidistantes de interpolación se puede escribir en la forma 


n 
A) o ci 
Lp (2) = Ln (ao + ht)= HEE S ari y (11) 
i=0 
Ejemplo 3. La función y = sen z se da en la forma tabular 
Ed I 0 | a/a i ni2 
u | o fom] a 


Haciendo uso del polinomio interpolador de Lagrange, determinar 
el valor de esta función en el punto z* = x/6. Estimar el error Aj. 
1 
A Ante todo, determinamos ¿* =(5-—0) (5) = 7 Sustitu- 
yendo en la fórmula (11) el valor obtenido de £* y los valores y; 
para n = 2, tenemos 


zy (2/02/31) (2/3—2) 
La (5)= E] PS 


2 2 4 
x (250031007074 79 =3-1) =0,517. 
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Para estimar el error hacemos uso de la fórmula (8) del $ 7.5. 

Aquí My = máx ¡(sen z)” | = 1, z* = 1/6; por eso 
[o, 2/2] 
t a $ E 
A=3 + 2 :3=0.02%. 

Nótese que al calcular el error covniene convertir la medida en grados 
en medida en radianes. 

Ahora bien, redondeando el resultado hasta dos cifras obtenemos 
sen (1/6) = 0,52 + 0,03, A 


$ 7.7. Diferencias finitas 


En Jos párrafos precedentes hemos considerado diferenles cues- 
tiones de la teoría de interpolación sobre la red arbitraria de los no- 
dos, En la práctica la información disponible sobre la función 
(en forma de sus valores) se da con frecuencia sobre una red uniforme, 
o sea, para los nodos equidistantes. En este caso no sólo se simpli- 
fican las formas de los polinomios interpoladores sino se reduce 
también el mismo proceso de cálculo lo que es un hecho no menos 
sustancial desde el punto de vista práctico. Al construir los poli- 
nomios interpoladores sobre un red uniforme se utilizan las magni- 
tudes llamadas diferencias finitas. 

Examinemos una red uniforme con paso k: z; = zo + ih (i = 0, 
+ 1, + 2, .. .) en cuyos nodos se dan los valores f; = f (x;) de la 
Íunción f (2). 

En las obras matemáticas se utilizan tres tipos de diferencias 
finitas: diferencias descendentes A*f, para la interpolación hacia adelan- 
te; diferencias ascendentes V*f; para la interpolación hacia atrás; 
diferencias centrales $ =ft para construir las fórmulas de interpo- 
lación centrales. 

Se llama diferencia finita de primer orden la dirorencia entre los 
valores de la función en el nodo dado y en el nodo precedente: 


h — fo = Afo = Vh = fin = fi 
hahi = Afi = Vh = fan = fso 


Li — Li Afi = Vfim = fisin = fise 
Esta definición puede escribirse en otra forma: 
Af = fia — fu Vfi = fi — fi-s Sfi = fisia — fiar (2) 


So denomina diferencia finita de segundo orden la diferencia entre 
los valores de la diferencia finita primera en el nodo dado y en el 
precedente 

Afi = Afin — Afo Vf = Vii — Vimos (8) 
Sfi = fi = ita = Oiajo- 


a) 
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De un modo análogo se definen las diferencias finitas de orden 
arbitrario k; 


Ai = APP py — O Vh =V — Via (4) 
fi = fh = Piz — i 


- En algunas fórmulas de interpolación que se examinan a continua- 
ción junto con diferoncias (4) se utilizan las medias aritméticas de las 


Tabla 7.5 
à à 
>» t | Af Aty ast ` asf 
Zo lo | Afo Añío Ata Atfo 


Tabla 7.6 
x f vi y | yw, vit 
| 5] | 
2o—3h f-a | Vis ... | 
Zo —2h faz | Vi. Vie | 
zo—h fa | Vía Via | Via 
Zo to | Vo vito | ASfo Vito 
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diferencias finitas vecinas del mismo orden: 
1 1 
Hi=>3 Util == Giat A) (5) 


La primera de estas magnitudes se utiliza cuando k es impar y la 
segunda, cuando A es par. 

Es cómodo escribir las diferencias finitas de la función f en la for- 
ma de tablas. En este caso las diferencias finitas ascendentes y des- 
cendentesse escriben en la forma de las tablas horizontales (tablas 7.5 
y 7.6) y las diferencias finitas centrales, en la forma de las tablas 
centrales (tabla 7.7). 


Tabla 7.7 

los Ss oy B37 | os 
4-2 a la | 

| Ôf-s/2 | 
z—h | La èf: | 

e S 

| ET 0% 1/2 | 
uE m | | 

| Sra ra | 
29h | h Eh | 

| DES | 
tot 2h | h | 


Consideremos algunas propiedades de las diferencias finitas. 
4°. Las diferencias descendentes, ascendentes y centrales están liga- 
das entre sí por las relaciones siguientes: 


Afi Vilias = O fitre (6) 
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lo que se demuestra fácilmente con ayuda del método de inducción 
matemática partiendo de la definición de las diferencias finitas (4). 

0 Para k = 1 las relaciones (6) son evidentes, ya que en virtud 
de las igualadades (4) tenemos 

Ahi = fini = f Viin S fin — fa fitin = fin — fi 

Supongamos ahora que las relaciones (6) son justas para todo 
k< m — 1. Mostremos que en este caso serán justas también para 
k = m y, por consiguiente, para todos los k. Utilizando las igualda- 
des (4) y la suposición sobre la validez de (6) para k< m — 1, tene- 
mos 


SN PT ta — Va = Vf itm 


= 4m: -Amf =$ "E i = 
E e RI RA A 
z 7 7 
2°. La diferencia finita satisface la igualdad 
A (af + bg); = Af; + bAg,, (7) 
donde a y b son constantes. 
O En efecto, 


A (af + bg)i = afisi + bit — (afi + bgi) = abf: + bAgi. W 


Esta propiedad significa, en particular, que la diferencia finita 
de la suma de dos funciones o de la diferencia de las mismas es 
igual a la suma o diferencia de las diferencias finitas de estas 
funciones, respectivamente, así como que Ja diferencia finita del 
producto de la función por el multiplicador constante es igual al pro- 
ducto de este multiplicador por la diferencia finita de la función. 

3°. La diferencia finita está ligada con la derivada correspondiente 
por la relación á 

Arfi = JOE); EE (ey ti + kh). (8) 

Como consecuencia de la igualdad (8) obtenemos que las diferen- 
cias finitas de orden n del polinomio de grado n son constantes e igua- 
les a h"nla, y las diferencias finitas de todo orden más alto son 
igualesa cero (a, es el coeficiente del polinomio para el grado superior 
de z). 

4". La diferencia finita de orden k puede ser representada en forma 
de la siguiente combinación lineal de valores f;: 


h 
Ah =D Can (0) 
donde Cj, = es el número de combinaciones de k elementos 
dispuestos j a j (con la particularidad de que 0! = 1). 

[DHagamos uso del método de inducción matemática. Para k = 1 
esta relación es evidente, puesto que no es sino la definición de la 
diferencia finita primera: Af; = fin — fi- 
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Supongamos ahora que la igualdad (9) es justa para cierto k = m. 
Entonces 
AMH, se AM fi — A i 
=Y (Ci blemil 1 Cif ima = 
=C hlin t E (Ch + CH fisis- t 
f 


Hr cai S Y O Carabias 


3 


Hemos utilizado las propiedades de las combinaciones: Cint = 
= Cim — Ci y Cn = Cmt = Cm = Capi = 1. Ahora bien, : si la 
igualdad (9) es justa para k = m, ésta será justa también para 
k=m-+1 y 

Ejemplo 1. Hacer la tabla horizontal de diferencias finitas de la 
función y = z? + 3z? — r — 1 a partir del valor inicial z = 0, 
tomando el paso 4 = 1 

A Suponiendo zy 
res correspondientes: 


0, a = 1, z, = 2, . . .„, hallamos los valo- 


a7 | 50 |107 {a19 ] 
Hallamos las diferencias finitas de primer orden: 


Ayo = Y — Yo = 2 — (—1) = 3; 
AY = y — y = 17 — 2 = 15; 
Ays = Ya — Ya = 50 — 17 = 33; 
Ays = Ya — Ya = 1071—50 = 57; 
Aya = ys — Ya = 194—107 = 87; ... 


¿Cuales son las diferencias finitas de p orden? 
Ayo = Ay, — Ayo = 15—3 = 
Aly, = åy: — Ay, = 33—15 = gn 
Ay, = Aya — Aya = 57 — 33 = 24; 
AY, = Ay, — Ays = 87 — 57 = 30; ... 


Determinamos las diferencias finitas de tercer orden: 
Ayo = Ay, — Ayo = 18—12 = 6; 
Ay, = Ay, — Ay, = 24-48 = b; 
Ay, = Ays — Aya = 30—24 = b; ... 
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Vemos que las diferencias finitas terceras Ayo, A*y,, A*y, son 
constantes. Esto se explica por el hecho de que la función f (x) es un 
polinomio de tercer grado. La diferencia finita tercera puede calcu- 
larse también con ayuda de la fórmula 


AFP, (2) = nlayk”, 


o sea, AP, (2) = 31-1-1% =6 y las diferencias finitas de cuarto 
orden son iguales a cero. 
Hacemos la tabla de diferencias finitas: 


Aly | Aty 


x y Ay Aty 
0 -i 3 12 6 0 
4 2 15 18 6 0 
2 17 33 2% 6 

3 30 57 30 

4 107 87 

5 194 


Posteriormente durante los cálculos es conveniente apuntar inme- 
diatamente las diferencias finitas en la tabla. A 

Puesto que los valores iniciales de la función f; se dan, por lo 
general, con cierto error e, que representa en sí errores de redondeo 
o errores aleatorios, es racional considerar la influencia que estos 
factores ejercen en el error de las diferencias finitas de órdenes 
superiores, 

Comencemos con la influencia ejercida por los errores aleatorios 
y los de redondeo. Supongamos que en vez de f? hemos obtenido 
fi + e. Entonces la tabla de diferencias finitas tomará la forma 
representada en la pág. 281 (véase la tabla 7.8). 

En virtud de la igualdad (9) esto quiere decir que el error e en 
la diferencia de orden k se extiende luego a las diferencias de orden 
k + m con los coeficientes (—1)iCj,. 

Sin embargo, si los valores iniciales f, se dan con el mismo error e, 
este error se extiende a las diferencias de orden m con el coefícien- 
te 2” y aumenta rápidamente con el crecimiento de m (A (ff) = 
=2" e). 

Si las derivadas de órdenes bastante altos de la función f quedan 
restringidas, de la fórmula (8) se deduce que las diferencias finitas 
respectivas f? decrecen con el aumento de m. Por eso llega natural- 
mente tal momento cuando los errores de diferencias finitas, intro- 
ducidos debido al redondeo o debido a la inexactitud de la informa- 
ción inicial, llegarán a ser comparables con los mismos valores de 
las diferencias finitas o incluso los superarán. Por lo tanto, la infor- 
mación contenida en la tabla de estas diferencias, en realidad, resul- 
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tará información sobre las diferencias de los errores y no sobre las 
de la función; en este caso la utilización de esta información se hará 
no racional. Entonces se dice que el orden de las últimas diferencias 


Tabla 7.8 
| 
Ma 
tha | 
Ha tite 
ftiet+e | Hitha 3e 
fi+e a 
RES A ds 
iiae | nitats 
ha | hiite 
sie | 
z | 
| 


finitas que todavía es conveniente usar en los cálculos es el orden de 
exactitud de la tabla de diferencias finitas. 
Ejemplo 2. Se da la tabla de los valores de la función f = sen z: 


|” 46 I 47 l 48% | 490 | 50° | 54° [ 52° 


f | 0,7198 | 0,7814 | 0,7431 | 0,7547 | 0,7660 | 0,7771 | 0,7880 


Todas las cifras citadas son justas en el sentido estrecho. Hacer 
la tabla de diferencias finitas y determinar el orden de exactitud de 
la tabla. 
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A Calculamos las diferencias finitas y hacemos la tabla: 
Tabla 7.9 


Jows] 1] 2 [4] o 16 32 


Nótese que las diferencias finitas suelen escribirse en las unida- 
des del último orden de los valores de la función. 

En la última fila de la tabla citada están colocados los errores 
absolutos correspondientes. Es evidente que los valores absolutos 
de las diferencias finitas terceras son comparables con su error y los 
valores absolutos de las diferencias sucesivas son considerable- 
mente menores de sus errores. Por eso el orden de exactitud de la 
tabla 7.9 es iguala 2. A 

Lo no racional de utilizar las diferencias finitas de un orden su- 
perior al segundo en el ejemplo citado puede ser confirmado también 
del modo siguiente. Puesto que los datos iniciales f; están dados con 
error e =0,5-10-%, las diferencias finitas que en valor absoluto 
son menores de este error no tiene sentido tomarlas en considera- 
ción. Por otro lado, utilizando la igualdad (8), obtenemos A*f¡2 
 (11/180)*, por eso el orden de exactitud de la tabla 7,9 se define por 
las desigualdades siguientes: 


(1c/180)* > 0,5-10- > (1/180) + 
que se cumplen, evidentemente, para k = 2, 
En el caso general, de orden de exactitud de la tabla de diferen- 


cias finitas en el sentido mencionado sirve el valor mínimo de % 
que satisfaga la desigualdad. 


hti Mpy <£, donde M,= 
[s 


máx |/©(2)]. (10) 
t Thav 

Hemos considerado la influencia que un error de la información 
inicial ejerce en el grado del polinomio interpolador. Además, si los 
valores f; se dan aproximadamente o por cualesquiera causas el 
cálculo del valor del polinomio P, (2%) no puede ser realizado 
con exactitud absoluta, obtenemos de hecho sólo un valor aproxi- 
mado P, (2*) para el exacto Pa (2*). En este caso el error de cálculo 
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åz (Pa) = | Pa (2*) — Pn (2*) | so estima según las reglas gene- 
rales de cálculo del error de una función. 
Consideremos, por ejemplo, el polinomio de Lagrange Ln (£) = 


A fili (x). Supongamos que so necesita calcular Z, (x*) para los 


dee dados f; y sus errores e;. Las magniludes de los coeficientes 
de Lagrange l; (x) están tabuladas para los nodos equidistantes 
y pueden considerarse números exactos, ya que están obtenidas 
a partir de los valores exactos de los nodos y a partir del z* exacto. 
Por eso para el polinomio de Lagrange tenemos 


AL) SY 11409). 


En el caso en que tados los e; son los mismos e iguales a e obte- 
nemos 


A Tr) Le 2, lji (a*l. 


Análogamente se puede hallar el error de cálculo también para 
otras formas del polinomio interpolador. 

Ejemplo 3. Sobre el segmento [—4, 1] obtener Ja estimación 
uniforme del valor de cálculo de los valores del polinomio interpola- 
dor de Lagrange construido para la finción f = cos (12/2) según los 
nodos xy = — 1/2, z, =0, z, = 1/2. 

A Puesto que fọ = fa = 1/12 = 0,707 40,0002 y f, = 1 es un 
número exacto, el error buscado de cálculo tiene la forma 


z z(2-7) (e) 
Ay (Z,) = 0,0002 | ——— | + 0,0002 = 
ki (+43) o 
= 0.000 Jo (293) | +| (21+) e] 


No es difícil mostrar que sobre el segmento [—4, 1} A, (Le) toma el 
valor máximo en los puntos 1* = 41 y por eso la estimación hus- 
cada es Ay (Ep) = 0,0008. A 


$ 7.8. Polinomios interpoladores de Stirling y de Bessel 


Primero vamos a examinar una cuestión importante, desde el 
punto de vista del error de interpolación, concerniento a la elección 
de los nodos de interpolación para un grado fijo del polinomio. 
Consideremos la expresión para el término residual del polinomio 
interpolador: 


A i (2*— z); EE (tos 2a) 


Puesto que el segmento de interpolación es de ordinario no grande, 
la derivada f"* (z) tiene una pequeña gama de medición. Por 
consiguiente, la gama de medición de la magnitud del error se deter- 
mina, en lo fundamental, por el producto 


a 
10, (2%) 1= [) 12201. 

Esta magnitud será mínima si en calidad de nodos de interpola- 
ción se toman los nodos más próximos a z*. Ahora bien, para un 
grado par z = 2k del polinomio de interpolación es necesario tomar el 
nodo más próximo al punto z* y k nodos a la izquierda y k nodos 
a la derecha de éste y, siempre que se trate de un grado impar n = 
= 2k + 1, k + 1 nodos a la izquierda y k + 1 nodos a la derecha 
del punto x* 

Pasemos ahora al problema de construcción del polinomio inter- 
polador para la función f asignada con sus valores f; en los nodos zę 
de la red uniforme con paso h. 

Supongamos que el punto z* está situado en la proximidad de cier- 
to nodo que designamos zo. Se necesita construir un polinomio inter- 
polador de grado par. En virtud de lo dicho anteriormente en cali- 
dad de nodos de interpolación conviene elegir una red simétrica 
respecto al nodo zo. 


E O ET TEETE "O 


Introduzcamos una nueva variable + con cuya ayuda el origen se 
traslada al punto zy: 


t = (2 — 2p)/h; (1) 


en este caso ¿* = (a* — xọ)/h. 
Construyamos el polinomio interpolador en la forma siguiente: 


Pen (a) = Por (ot 1h) = 00 + A 
cp MBA”) co (PK) + 


+a eei... (2 (19) 2) 


Los coeficientes desconocidos a; los determinemos de las condicio- 
nes de coincidencia del polinomio P,» y de la función f en los nodos z;. 
En este caso nótese que la relación (1) hace corresponder al nodo 2; 
la magnitud t = i. Por ejemplo, al nodo x, le corresponde t = 0 
y al nodo x._¿le responde t = — 3, 

Ahora bien, para determinar los coeficientes a; obtenemos el 
sistema de ecuaciones lincales 


Par (o + ih) = fi (i= 0, 41, ..., +k). (3) 
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La estructura de este sistema es tal que a, se determina inmediata- 
mente de la primera escuación del sistema (3): 


Pan (20) = ao = fo 


y la determinación de los demás coeficientes se reduce a la resolu- 
ción sucesiva de los sistemas de dos ecuaciones con dos incógnitas: 


Pa (20M) = fo aj E= fn 
Pon (2 —h) =fha4+H=f4. 


De aquí (véanse las designaciones del $ 7.7) a, = ufi, as = fê. 

Continuando este proceso, vemos que en el j — ésimo paso el de- 
terminante del sistema de ecuaciones respecto a los coeficientes 
Agj= Y a; tiene la forma 


| 1 141/2 


119 a 


Por consiguiente, todos los coeficientes a; del polinomio (2) se deter- 
minan univocamente por el sistema de ecuaciones (3) y en virtud 
del teorema sobre la unicidad el polinomio (2) es interpolador para 
la función f. 

Como resultado de transformaciones poco complicadas llegamos 
a las siguientes expresiones para los coeficientes: 


ao = for aj- = pft, a = f (f = 1, 2, ...). (4) 


Sustituyendo los valores hallados de los coeficientes en la expre- 
sión (2), obtenemos el polinomio interpolador de Stirling que suele 
designarse So: 

1 29-14 
Sal) S h= ttar he + E Ue) o 


2h 
(PO e (elei 8) 
Puesto que el polinomio de Stirling no es sino una nueva forma 
del polinomio interpolador de Lagrange construido sobre los nodos 
Thy >- = Za, entonces, en virtud de la fórmula (4) del $ 7.5 su 
termino residual respecto a la variable + se puede representar en la 
forma 


k 
wi 7 
Ra = Lp T 6—9; tea 5) 6) 
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y la estimación del error del valor aproximado de P3» (2) = Saa (t) 
(del error del método), en la forma 
M. 2 

O A n (E, (7) 

donde May = máx |(%D (z) ]. 
EA] 

Supongamos ahora que el punto de interpolación x* está entre 
los nodos z, y x, cerca del punto (z, + x,)/2. Se necesita construir 
el polinomio interpolador de grado impar. Entonces, según hemos 
señalado anteriormente, la red que minimiza el error es simétrica 
respecto al punto (z, + 2,)/2, o sea, respecto al punto £ = 1/2, 

Ahora bien, sobre la red 


AB E AENA E TTE 


respecto a la variable £, definida por la fórmula (1), construimos el 
polinomio interpolador en la forma siguiente: 


Pan (= Paros (200) do + E (1) UA 


A). (E + 


+ e e) o (PRO) (1) 0—4). (8) 


Los coeficientes desconocidos b; se determinan de las condiciones. 
do coincidoncia de los valores del polinomio P,x+, con los valores 
de la función f en los nodos z;. 

Ahora bien, para determinar los coeficientes b; tenemos un siste- 
ma de ecuaciones lineales 


Pana + ih) = fi (= k, oa O1, +1. (9) 


La estructura de este sistema es tal que su resolución se reduce 
a la resolución sucesiva del sistema de dos ecuaciones con dos incóg- 
nitas 


b 
Porsi (20) =b0— -7 = fos 


Pasi (21) =b + E fi- 


De aquí bo = pfyz, bi = fizz- 

Continuando este proceso, vemos que en el j-ésimo paso el deter- 
minante del sistema de ecuaciones respecto a los coeficientes ba;.z 
y baj-, es distinto del cero lo que se puede mostrar fácilmente de un 
modo análogo al cómo esto hemos hecho al construir al polinomio 
de Stirling. Por lo tanto, todos los coeficientes b; del polinomio (8) 
se definen unívocamente por el sistema de ecuaciones (9) y en virtud 
del teorema de unicidad el polinomio (8) es interpolador para la 
función f. 
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Las transformaciones poco complicadas ofrecen las siguientes 
expresiones para los coeficientes: 


Baje bjia s be E G51 2 +.) (10) 
Sustituyendo los valores hallados de los coeficientes en la expre- 
sión (8), obtenemos el polinomio interpolador de Bessel que suele 
designarse Bar41: 
HA ty 
Bar (= pf +A (1-5) En 


paita c+ 0 20) (14) + 
a 31 a 


GHA 
+ em 1%) ... AA 
Äi ppi 
Fpa A e 
«(1° — (k —1)?) (1—k) (1-3). (14) 


Puesto que el polinomio de Bessel es una forma más de represen- 
tar el polinomio interpolador de Lagrange, construido sobre los nodos. 
Zoh, +» -» Tr+1 entonces, en virtud de la fórmula (4) del $ 7.5, su 
término residual respecto a la variable t puede escribirse en la forma, 


h+t 
(2h+2) 
Rara A wn Y (t— i); EC (£ar; Tp 1) (12) 
y la estimación del error del valor aproximado de Py41 (2) = 
= Bn+ (t) (del error del método), en la forma 


+1 
SL TE 1 (13) 


donde Monyg= máx | 20D (z). 
(AA 

Ahora bien, hemos considerado dos polinomios interpoladores: 
el polinomio de Stirling que se utiliza al construir un polinomio de 
grado par y se coustruye según el número impar de nodos y el polino- 
mio de Bessel que se utiliza al construir un polinomio de grado impar 
y se construye según un número par de nodos. 

En cambio, si el grado del polinomio está fijado no rígidamente, 
o sea, puede ser tanto par como impar, es conveniente utilizar ol 
polinomio de Stirling en el caso en que 


12* | =|2* = z, |/h <S 0,25, (14) 
o sea cuando el punto de interpolación z* está situado más próximo 
al nodo x, que al centro entre los nodos. El polinomio de Bessel ha de 
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utilizarse en el caso en que 
0,25 < 1* < 0,75, (15) 


o sea cuando el punto de interpolación x* está situado más próximo 
al centro entre los nodos xy y z,- Una de las condiciones (14) ó (15) 
puede ser siempre asegurada por la elección del nodo respectivo 
en calidad de xy. S 
Ejemplo. Utilizando el polinomio interpolador correspondiente, 
calcular en los puntos z} = 48,63" y z} = 49,19” los valores de la 
función f = sen z, representada en la forma de una tabla con paso 
igual a {° (véase la tabla 7.9), que contiene los valores f; con cuatro 
cifras justas en el sentido estrecho. Estimar el error del resultado, 
A En el ejemplo 2 del $ 7,7 hemos determinado que el orden de 
exactitud de la tabla dada es 2. Por eso no es racional construir un 
polinomio interpolador cuyo grado sea superior al segundo, o sea, 
conviene construir el polinomio de Stirling de segundo grado o bien 
el polinomio de Bessel de primer grado. 
Puesto que el punto z} = 48,63 está situado más próximamente 
al centro entre los nodos de 48” y 49”, entonces, al calcular sen z*, 
en calidad de z, es necesario tomar el nodo de 48” y hacer uso del 
polinomio de Bessel; en este caso t? = (zf  — zo) X h”! = 0,63. 
El punto z} = 49,19° está cerca del ángulo 49°, por eso, al calcular 
sen x3, en calidad de central hay que elegir el nodo zọ == 49” y valer- 
se del polinomio de Stirling; en este caso t} = (x3 — 2p)h"*==0,19. 
Ahora bien, utilizando lo dicho anteriormente, las fórmulas (11) 
y (5), así como los datos de la tabla 7.9, tenemos 


B, (0,63) = BLE TT, OME. 0,13 =0,750408; 
Sa (0,49) = 0,7547 + 2MEE0008 019 y 200% 0,192 = 
= 0,7568809. 


Ahora vamos a estimar los errores del método con ayuda de las 
fórmulas (13) y (7), respectivamente: 


A (B) < E (i) -0,83-0,37 =0,27-107; 


A(S) <r (Ep) 019 10,192 —12 | = 0,2-10. 


Teniendo en cuenta errores en los valores de la función y de sus 
diferencias finitas, citados en la tabla 7.9, obtenemos las magnitudes 
de los errores de cálculo: 

As (B,) = 0,5-10 + 1-10-3-0,13 = 0,63-10-4; 
Ay (Sa) = 0,5-10- + 1-107.0,19 + 1-10 -0,192 = 
= 0,73-107, 
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Al redondear los valores de B, (0,63) y S, (0,19) hasta cuatro 
cifras, obtenemos los siguientes-errores de redondeo: Ay (B,) = 0,08x 
x 10%; As (Sa) = 0,11. 10%, 

Uniéndo todos. los -érrores , hallados tenémos finalmente 
sen 48,63* ="0,7509 + 0,0001; sen 49,19” =:0, 7569 =+0,0001. A 

Observación. En algunos casos para minimizar el érror' total regula 
racional Ja utilización de un «polinomio interpolador cuyo grado sea 
superior el orden do exactitud de la tabla de diferencias finitas, 
Esto se explica por lo siguiente. Con el aumento del grado del poli- 
nomio el error de cálculo naturalmente crece. Al mismo tiempo la 
disminución del error del método puede ser tan brusco que originará 
también la disminución del: error total. 


$ 7.9. Primero y segundo polinomios. interpoladores de Newton 


Si el punto de interpolación x* está al comienzo dela tabla oasu 
Tin, uo siempre es posible elegir una cantidad suficientóide nodos 
a la izquierda de z* y a su derecha para construir las diferencias fini- 
tas necesarias, En este caso se utilizan formas especiales del polino- 
mio interpolador. 

Supongamos que el punto z* está situado en la proximidad del 
primer nodo de la red £o, £i, » - -, Za, - - - Consideremos la variable £, 
definida: por la relación (1) del $ 7,8, y construyamos el polinomio 
interpolador en'la forma siguiente: A i 


Pa (2)= Pr (204 th) = 09 + Ht 


TN e (1) 


Los coeficientes desconocidos a; so determinan de las condiciones 
de coincidencia del polinomio P, y de la función f en los nodos z;. 
Ìn este caso recuérdeso que al nodo z; le corresponde la magnitud t = 
== į. Ahora bien, para determinar los coeficientes a; obtenemos el 
sistema de ecuaciones lineales 
Py (Zo + ih) = fi ((=0,1,..., E). (2) 
La estructura de este sistema es tal que «g se determina inmediata- 
mente de la primera ecuación-del sistema (2), a, se determina de la 
segunda ecuación para a, ya determinado, etc. En efecto, supo- 
niendo i = 0, de la primera ecuación del sistema (2) obtenemos 
` Pa (2) =a = fo 


y de la segunda ecuación para'¿ = 1 tenemos i Ey 
Pr (+= + Peje a4=Afo. 


Continuando este proceso, como resultado de transformaciones y po- 
co complicadas obteremos las siguientes exprésionés para los coefi- 
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cientes: 
Tay = fo; a = Ajo ((=4,2,... K) (3) 
Sustituyendo los valores hallados de los coeficientes en la igual- 
dad (1), obtenemos el primer polinomio interpolador de Newton que 
suele designarse Ni: 


Me=pt tem) + 
+i te-a) ... ((—k+ 1). (4) 


En virtud de la fórmula (4) del $ 7.5 el término residual res- 
pecto a la variable t puede ser representado en la forma 


cp fume s 
Ry = L MH t (1—4) (015 BE (to, 2) (5) 
y la estimación del error del valor aproximado de Ni (t) (el error 
del método), en la forma 
Mhs 
M= MO K ea). a 6 
donde Mpy = máx ļ|f**+9 (2) j. 
(CRESS 
Supongamos ahora que el punto x* está situado cerca del último 
nodo de la red . . . £ar, + + <> Z=1) Zo. Volviendo a utilizar la varia- 
ble £, definida por la relación (1) del 57.8, para esta red construimos el 
polinomio interpolador en la forma siguiente: 


Py (2) = Ph (Zo + th) = a04 -FF t+ 
+EH. o Ht o (de). (7) 


Los coeficientes desconocidos a; se determinan de las condicio- 
nes de coincidencia del polinomio P, y de la función f en los nodos z,. 
En este caso obsérvese que al nodo z~; le corresponde el valor de 
t = —i. Ahora bien, para hallar los coeficientes obtenemos el 
sistema de ecuaciones lineales 


Py (zo — ih) = fi ((=0,1,.... k) > (8) 


La estructura de este sistema es tal que a, se calcula inmediata- 
mente de la primera ecuación del sistema (8) y a,, de la segunda 
ecuación para ay ya determinado, etc. En efecto, suponiondo i = 0, 
de la primera ecuación del sistema (8) hallamos 


Pr (20) = o = fo 
y de la segunda ecuación para è = 1 tenemos 


Pp (zo— h) =ph+f 1= fa; = Vfo 
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Continuando este proceso, como resultado de transformaciones po- 
co complicadas obtenemos las siguientes expresiones para los coefi- 
cientes: 


as = fo 44 =VÍ (1 =1, 2, ..., k). (0) 

Sustituyendo los valores hallados de los coeficientes en la igual- 

dad (7), obtenemos el segundo polinomio interpolador de Newton 
que suele designarse N}: 


NE OQ= CIN 


co (1) 0. a 1) (10) 


con el término residual 


Ra 4) (E+B); an 
EC (La, 0) 


y con la estimación del error del valor aproximado 


Asp (0) NE) |< EA) o (24M) 1, (12) 


donde Mpy =máx |J*®* (2) 1. 


Ex 3070] 

Las fórmulas (4) Y (10) se llaman con frecuencia fórmulas de in- 
terpolación de Newton para la interpolación hacia adelante y hacia 
atrás, respectivamente. 

Ejemplo. Plantear los polinomios interpoladores respectivos 
y calcular en los puntos z* = 0,63 y z% = 1,35 los valores de la 
función f = 3* represontada en forma de la tabla siguiente que con- 
tiene los valores f; con cuatro cifras justas en amplio sentido: 


= | 0,50 | 0,75 | 4,00 | 4,25 | 4,50 
1 | 1,182 | 2,280 | 3,000 | 3,068 | 5,196 


Estimar el error del resultado. 

A Vamos a completar la tabla dada por los valores de las dife- 
rencias finitas colocando en la última fila los valores de los errores 
de las diferencias finitas correspondientes. 

Puesto que la cuarta diferencia finita coincide con el propio 
error no conviene aproximar, desde el punto de vista del error de 
cálculo, la función representada haciendo uso de un polinomio 
cuyo grado sea superior al tercero, 

Luego, puesto que zf = 0,63 está situado al inicio de la tabla 
y zf = 1,35 al fin de ésta, para calcular f* = 30,8% es necesario 
utilizar el primer polinomio interpolador de Newton y para calcu- 
lar fi = 335, el segundo. 
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Tabla 7.10 


| 
z | f | n | £ | n | A 
0,50 1.732 
0,75 2,280 54g 172 y 
4,00 3,000 a 225 5 ET 
1,25 3,948 pa 300 
1,50 519 


Así pues, suponiendo xy = 0,5, calculamos t? = (24 — xp)'h = 
= (0,63 —0,5)/0,25 =0,52. Sustituyendo el valor obtenido de tf 
en la expresión (4) para el primer, polinomio interpolador de Newton 
y utilizando las magnitudes de las diferencias finitas dadas en la 
tabla 7.10, Lenemós 


2 
S 
ws 
a 


N1(0,52) =4,7324 93% 0,594 


0,52 (0,48) + 
ue. se «0,52 (—0,48) (— 1,48) = 4,9989420. 


Análogamente, suponiendo z = 1,50, calculamos t5 = (1,35— 
—1,50)/0,25 = — 0,60 y utilizando la exprësión (10) para el 
segundo polinomio interpolador de Newton, obtenemos 


1s 


NY (—0,60)=5,196-+ ERE. (— 0,60) +28. (—0.60)-0. DES 


+22. (—0,60)-0,40 1,40 = 4,407165. 


Vamos a estimar el error del método con ayuda de las fórmulas 
(6) y (12), respectivamente: 


ay (y < 473 .0,251.0,52-0.48-1.48-2,48 = 0,0009; 
a, (Np) < BEIE .0,25+.0,60-0,40-1,40-2,40=0.001. 


Teniendo en cuenta los errores de f* dados en la tabla 7.10, 
¡estimamos los errores de cálculo; 
As (N1) < 0,001 + 0,0011.+ 0,0005 + 0,0005. = 0,0031; 
Az (N1!) < 0,001 + 0,0012 -+ 0,0005 -+ 0,0005 = 0,0032. 
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Redondeando los valores de NI (0,52) y NU (—0,60) hasta cuatro 
cifras, obtenemos los siguientes errores de redondeo: 


i As (NI) = 0,06-107; As (NI) = 0,2-10. 


Uniendo todos los errores hallados, tenemos finalmente 3%%* = 
= 1,999 + 0,005; 31,25 = 4,407 + 0,005. A 


$ 7.10. Diferencias divididas 


En los párrafos precedentes hemos considerado diferentes formas 
del polinomio interpolador para la red uniforme de nodos. Los coefi- 
cientes de los polinomios construidos se han determinado con ayuda 
de las diferencias finitas. En este párrafo volvemos a examinar ol 
caso en que los valores de la función se dan en los nodos no equidis- 
tantes. En este caso en vez de diferencias finitas se consideran las 
diferencias divididas que son, en cierto sentido, un análogo del 
concepto de derivada y se definen del modo siguiente. 

Supongamos que la función y = f (x) se da por sus valores y, = 
= fo = f (zo); Y = fi = Í (2a), --- Ya = fn = f (Zr), ... en los 
nodos z; de una red arbitraria A,. Las diferencias divididas de orden 
nulo de f (<;) coinciden con los valores que la función tiene en los 
puntos «;. Se llaman diferencias divididas de primer orden las rela- 
ciones 


Flza e) =A; fan 2)= Ph; n.. 
Ian 2) ==; 


Za 0 CC 
Se denominan diferencias divididas de segundo orden las relacionese 
es a 2) Lis =D HA 2, 


Fes xy 2) = LE bzd luz 


Ta—Z1 


E ¿el Es de AO 
FALL Timi Tia) = Lrs Hen z, 

En el caso general la diferencia dividida de k-ésimo orden se define 
por la diferencia dividida de (k — 1)-ésimo orden con ayuda de la 
fórmula 
Í (Zisi oee HSA Tisha) 

Tish — ti j 


Fli is; 5 Tra) = 
Para las relaciones de diferencia se utiliza también otra designa- 
ción: 
Í (EB Zisa -e eni Ziar) = lTi Zii -o i Tital 


Es cómodo escribir las diferencias divididas en forma de una ta- 
bla, análogamente a como lo hemos hecho para las diferencias 
finitas centrales (véase la tabla 7.11). 
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Tabla 7.11 


s P Exi Sii tai f ER Sian Yisa 
x =f (x za ES E Pist Slag E Sian Yisa? 
E TENE tial E Eisi Xisal Ses eA] 


lo zi 72] | 


Ey zal | [To 245 Za; 73) | 
2 Ye ji | [zii Zai za] 


La Ye | 


{Zo 245 Zas Tyi 24) 


Feii Za; za; 74] 


i | 


Ejemplo 1. Hacer la tabla de diferencias divididas para la fun- 
ción y = f (z) ropresentada en forma de la tabla siguiente: 


z 10 
y | 10 | 20 [100 | 2100 


Haciendo uso inmediatamente de la definición hallamos las di- 
ferencias divididas de primer orden: 


-= 20—10 
[2 21] = ar =%>7=10; 
100—20 _ 80 _., 
[2 z= ==> =2; 
o qt YY 1400400 _ 1000 _, 
lts ale ¿a+ o 3 20. 
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Análogamente obtenemos las diferencias divididas de segundo orden 


lzi; zaļ— [zo 211 _ 20—10 


E TA 
5 Zal— lz; 200—20 
[zg sy sgo Bial lei al L E 0 


La diferencia dividida de tercer orden 


(Zi Za Za)— tizo ti; Za) 202 


lto Ty Ta z= PETER 0 


=1,8. 


Representemos los resultados de cálculos en forma de la tabla de 
diferencias divididas: 


e v Ep Cigal, [zii ip? Fipa Ep Eip? gaat Fipol 


Vamos a citar algunas propiedades de las diferencias divididas. 

4%. bas diferencias divididas de todos los órdenes son una combina- 
ción lineal de los valores fı = f (2;), es decir, es válida la fórmula si- 
guiente: ` 


S : Ji o 
Zos +. Za) = 
Í (2o 1) 2 Ü eie (2) 
j=0 
Fei 
O Para k=0 obtenemos la identidad f(z) = fo; para k=4 
1) tla) Jo que es la definición de la dife- 
9 — 2 
rencia dividida f (£o; z4). 
Realicemos la demostración posterior haciendo uso de la induc- 
ción. Supongamos que la igualdad (2) es válida para todos los & < n. 
Entonces 


tenemos j (zo; 7)= 


m a f (Zo eei 20) f (Zi -i Enea) 
Í (To 5 Enu) = a 
a 
s 1 s fi me 
2-2 E 
oem | E, Toe) 
e 


n 
fi 5! i 4 
=; + À + 
n [| oz) ` i= ki (2) 
j= p 
ei 
nyt 
+5 İns =5 z fi a 
|J nia =o Ì] een 
420 ¿=0 
. pre] 


Ahora bien, la relación (2) es justa también para k = n+ 1. E 

2. La diferencia dividida es la función simétrica’ de' los . pro- 
pios argumentos, o sea, no cambia para toda permutación de los mis- 
mos. 

O Para toda permutación de los argumentos 2y, ..., Za en el 
segundo miembro de la relación (2) los sumandos correspoudientes 
cambian sólo de lugar y la suma, como es evidente, no cambia, Por 
consiguiente, tampoco cambia el primer miembro de la relación (2), 


osea, f (Zo... ; za). Y 
3°. La diferencia dividida satisface la igualdad 
(af + bg) (Zo; ..- 320) = af (zo; -3 2a) + bf (205 - «5 £n), (8) 


donde a y b son constantes. 

Esto se deduce inmediatamente de la relación (2) en virtud de que 
su segundo miembro es lineal respecto a fi. 

La segunda propiedad expresa la relación existente entre la dife- 
rencia dividida f (zo; ... ; 2}) y la derivada [0 (z). 

4%. Si los nodos xo, . . ., zy pertenecen al segmento la, b] y la fun- 
ción f (x) tiene sobre la, b} una derivada continua de k-ésimo orden, 
entonces existe tal punto E € (a, b) que 


Ilo aei TON (4) 


De esta propiedad se desprende un corolario simple. Sea f (z) = 
= ag" + a +... + ap el polinomio de k-ésimo grado. En- 
tonces, evidentemente, ¡0% (z) = ak! y la relación (4) da para la 
diferencia dividida el valor 


Ho; +++ 29) == aok! = ao (5) 


Así pues, en todo polinomio de k-ésimo grado las diferencias divi- 
didas de k-ésimo orden son iguales a una magnitud constante, es de- 
cir, al coeficiente del grado superior del polinomio. Las diferencias 
divididas de órdenes superiores (mayores que k) son, evidentemente, 
iguales a cero, 

Ejemplo 2. Verifiquemos la validez de la propiedad 1° utilizando 
cuatro valores de la función y = f (æ): y; = f (2) (i = 0, 1, 2, 3). 
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Las diferencias divididas primeras las determinamos así: 


š DE. os . E mi 
Ft 11) = a O a Fosa 


> y _ Ya—0 
(es a), 


Hallamos las diferencias divididas segundas: 


na 1 Hn H) 
1 26 1)= 5 (12-42) 
m Yo o Y > Ya r 
(Eo ty) (Toza) (To (A 70) | (2220) (fa— 3r) * 
1 —y ES 
EEE El 7 Ba) 
Ho ta 23) IR (az ra) 


¡el Ya A re e 
Ara) E za) (Ea T) (Ea ta) 
lo que está en plena cotrespondencia con la propiedad 1°. Análoga- 
mente sọ puede mostrar que la diferencia dividida tercera 


a Y 
AS 1-23 (23) 
Ny —__ Y N, E S 
"AA 20 Wa to) 072) (41%) 
3 Ya y 
PT (0920 (92 * 
Calculemos la diferencia finita tercera, utilizando los valores de 
la función y del argumento, dados en el ejemplo 1. 


PE 10 20 
lto 23 2 dc Are? 
100 1100 tap 22 
Ar e ET E r a ir A. 18 
lo que coincide con ol valor obtenido en ol ejemplo 4. 

Ejemplo 3. Verifiquemos ahora para la función y = f (z) la vali- 
dez pa la propiedad 2°. Mostremos, por ejemplo, que f (To; T1; 12) = 
= f (015 Lo; Ta). 

En efecto, según la definición de la diferencia dividida tenemos 


detras cos E Yao PEA 
Has ta 2) = E (Bl) = 


Y de Yo y Ya 
(420 (29 | (ot) ToT * (5 —20) (23 — 31) ` 
Hemos obtenido el mismo resultado que en el ejemplo 2 (con el cam- 
bio del orden de los sumandos). 
Ejemplo 4. Vamos a ilustrar la propiedad 3°. Junto con la fun- 
ción y = f (z) (véase el ejemplo 2) consideremos la función z = g (1) 
y sus valores z; = g (z;) (i = 0, 1, 2, 3) dados en los mismos nodos 
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que y; Planteemos la combinación lineal u (z) = af (2) + bg (z£), 
donde a y b son las constantes. Calculemos ahora u (xo; 2,3 %4). Al 
igual que en el ejemplo 2, hallamos 
e y = Htt ayb N S 
Gi ti 2) a t a E T 
L Wrtb 
| (a — 20 (ta — 24) * 
Agrupando por separado los primeros y segundos sumandos de 
cada uno de tres términos de la suma obtenemos 


U (Zo; Z1; Za) = af (Zoi Zi; 22) + bg (Zo; 215 24) 


que es lo que se necesitaba mostrar. 


$ 7.11, Polinomio interpolador de Newton para 
, una red arbitraria de nodos 


Utilizando la forma de Lagrange, representemos el polinomio 
interpolador en la forma siguiente: 


Lo (2) + (Li (2) — Lo (2) + --. + (Ln (£) — Ln (2). 


Aquí Le (2) = Í (zo); La (2) (k = 1, 2, ..., n) son los polinomios 
interpoladores en la forma de Lagrange construidos sobre los nodos 
Zos Lp,» -, Zp- Consideremos las diferencias 


k 
LL A A 
NOS 3 fi («xp 0h (2) 
h-t k-i 
; 5 fi 41 (2) ý Pata) EA 


o zje- y 3 


k 
hp 2 op, m3 4 


wh (zn) 


Ahora bien, utilizando la fórmula (2) del $ 7.10, obtenemos 
Lx = Lr = Gra (2) f (Eo... 570) (1) 
y el polinomio interpolador toma la forma 
Nn (2) = Jo + (© — zo) f (005 3) + 
EEE o i EER A A EN {2} 
Esta forma se llama polinomio interpolador de Newton con diferencias 
divididas. 
La expresión para el error tiene, evidentemente, la misma forma 


«que en el caso del polinomio de Lagrange [véanse las fórmulas (8) y 
(9) del $ 7.5). 
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Ejemplo 1. Construir sobre los nodos 1, = 0, z, = 1/3, z, = 1 el 
polinomio interpolador de Newton para la función f = sen (nz/2). 

A Teniendo en cuenta que fa = 0; f, = 0,5; f, = 1 planteemos 
las diferencias divididas necesarias: 


(y 25 2)=G 7 


Sustituyendo los valores obtenidos en la fórmula (2), para n = 2 te- 
nemos 


N 9 =04+ (0) —H(2—0) (2-4). 


El polinomio construido debe ser, evidentemente, idéntico al de 
Lagrange construido en el ejemplo 4 del $ 7.6; proponemos que el 
lector se cerciore de ello de por si. A . 

Nótese que en la forma (2) del polinomio interpolador los nodos 
xı llevan impuesta la única condición, es decir, la falta de coinciden- 
cia de los mismos. Por eso los nodos pueden ser numerados en un or- 
den arbitrario. Por ejemplo, con índice «0» se designa frecuentemen- 
te el último nodo de la tabla, por z, se toma el penúltimo nodo de- 
signándolo x._,, etc. En este caso el polinomio (2) toma la forma 


Nn (2) = fo + (2 — 20) Í (£o; Ta) +... 
see F (E— t) ». - (€ — Zan) f (Eo e 5 n) (3) 


y se llama polinomio de Newton para interpolar hacia atrás. 
A título de ilustración de lo dicho vamos a resolver el ejemplo 1 
para zo = 1, £, = 1/3; z., = 0. Según la fórmula (3) obtenemos 


Nel =14 (01) (2 1) (23). 

Nótese que las diferencias divididas necesarias han sido tomadas 
del ejemplo 4, con la particularidad de que hemos utilizado las pro- 
piedades de su simotría respecto a los propios argumentos. 

De la comparación de las formas de Lagrange y de Newton para 
el polinomio interpolador se deduce que la utilización de la repre- 
sentación en la forma de Lagrange puede recomendarso, en primer 
lugar, en las investigaciones teóricas, por ejemplo al estudiar la 
cuestión acerca de la convergencia de P, (f, z) hacia f cuando n —> co; 
en segundo lugar, al interpolar varias funciones sobre una misma 
red de nodos, puesto que en este caso se puede calcular una vez dos 
multiplicadores de Lagrange 1; y emplearlos para la interpolación 
de todas las funciones. 
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La representación en la forma de Newton resulta más cómoda en 
los cálculos prácticos. En efocto, el número de nodos a utilizar y el 
grado del polinomio interpolador con frecuencia no estáw conocidos 
de antemano y al pasar de n nodos a » + 4 nodos en la forma de 
Newton se añade sólo un término que no es sino una corrección para 
el valor ya calculado. En cambio, la adición de un sumando más en 
la forma de Lagrange se acompaña del recálculo completo del re- 
sultado antes obtenido. Además, en la práctica de cálculos la in- 
Lerpolación suele realizarse sobre un pequeño segmento cuya longitud 
h < 1. En este caso los sumandos de la forma de Newton tienen el 
ordon h’, Ri, h3, . . ., osea, están situados en el orden de decrecimien- 
to lo que es útil al determinar la exactitud del resultado de inter- 
polación. ka 


$ 7.42. Interpolación práctica en las tablas 


Por regla gencral, al interpolar en las tablas se ntiliza la inter- 
polación lineal o la cuadrática. 

En caso de la interpolación lineal el valor que la función biene 
en un punto, distinto de los nodos de interpolación, se determina 
por dos valores conocidos de la función a tabular y, = f (£), Yi4 = 
Í (xr41) en los nodos de interpolación z; y zi}, entre los cuales 
está situado el valor del argumento x que nos interesa, ñ 

La fórimula de interpolación de Lagrange para la interpolación 
lineal tomará la lorma 


Tia 


Hi gi 


Sim Rie Zin ti 


la (z)= j 
y la primera fórmula de interpolación de Newton 
Üi 
Na) =yi HA (221), 


donde Ay; = Yi+1 — y; ès la diferencia finita primera en el punto 
Z; y h = 241 — 2;, el paso de interpolación. 

Así pues, para obtener el valor aproximado de la función y (z) 
con ayuda de la fórmula de Newton es suficiente añadir una correc- 
ción, igual a Ay; (£ — z;,) h! al valor tabular y, 

Ejemplo 1. Calcular cuántos grados se contiene en una medida en 
radianes igual a 0,222. 

A Hagamos uso de la tabla 


Radianes Grados 
0,22 12,605 
23 13,178 

2 13,751 
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Para la interpolación lineal basta considerar los datos contenidos 
en las primeras dos filas. Planteemos la diferencia tabular 


Ayi = Yis — Yi = 13,178 — 42,605 = 0,573. 


El paso de'la tàbla k. = 0,0l; 2 — z; = 0;222 — 0,220 = 0,002. 
Calculamos la corrección 


pd 


Dh (aa) = -0,002 = 0,1446 


y añadimosla al valor tabular 
y = 12,605 +-0,1146 = 12,7196. 


Vamos a eslimar el error del valor obtenido. Utilizando la fór- 
mula (8), del $ 7,5 para el error del método, tenemos 


*> Ar = 22 1(0,222—0,22)(0:2220,23)[- 


Puesto que la tuación a intorpolar es y = (180%/10), entonces 
=0 y A, =0 

Hallamos el error de cálculo, teniendo en cuenta que el error de 
los datos iniciales es de 0,0005: 


A,=0,0005 + 2.29% .,002:—0,0007. 


“Kedondeando el valor y (0,222) hasta tres cifras después de la 
coma, “obtenemos A, = 0, 

Sumando todos- los errores. hallados, tenemos finalmente 
y (0,222) = 12,720 + 0,0011. A 

En caso de la interpolación cuadrática se utilizan tres valores de 
la función tabulada y, = f (2.1), Yo = Í (Zo), Y = f (71). En este 
caso el polinomio interpolador se construye en la forma de Lagrango 
(para los nodos no equidistantes) o bien en forma de Newton, cuando 
el punto de interpolación está situado más próximo a x., 0 a x, que a 
Zo, o bien en la forma de Stirling, cuando el punto de interpolación 
está cerca del nodo zo. 

Ejemplo 2. Para la función y = ln z según la tabla dada de sus 
valores 


NA waj 
y +] 0,6931 | 1,0986 | 1,6094 


construir el polinomio interpolador de Newton y obteuer la estima- 
ción uniforme del error sobre el segmento (2, 5]. 
A Ante Toto; obtenemos las diferencias div ididas: 


ES 3) QA 0,4055; 


1 (3; 5) —1:00921,0885 _ q 9554; 


re; 2, 5) = 222948. — 0,0500: 
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Sustituyendo los valores hallados en la fórmula (2) del $ 7.11, 
para n = 2, tenemos 

N, (z) = 0,6931 + 0,4055 {z — 2) — 0,0500 (z — 2) (2 — 3). 

Utilizando la estimación (8) del § 7.5, para el error del método 
tenemos 

Mee 
A= ae más (22) (23) (2—5)1. 

Luego hallamos 


M,=máx | 2 
12,51] 2° 
Ahora bien, A, =0,1. 
Es evidente que el error de cálculo será despreciablemente pe- 
queño en comparación con el del método. Por eso el error de inter- 
polación máximo posible es de 0,1. 4 


a cs E A 
+ más (2 2) (2-3) (15) = 2,2. 


$ 7.13, Método de iteración-interpolación de Aitken 


En los casos en que falta la necesidad de obtener una expresión 
analítica aproximada de la función f (z), representada tabularmente 
y se requiere sólo determinar el valor de esta función en cierto punto 
x* distinto do los nodos de interpolación es conveniente utilizar el 
método de iteración-interpolación de Aitken. Dicho con propiedad 
este método consiste en interpolación lineal sucesiva. El proceso de 
cálculo de f (x*) radica en lo siguiente. Numeremos los nodos de 
interpolación, por ejemplo, en el orden en que éstos se alejan de 
z*, y hagamos la tabla siguiente. 


Tabla 7.12 
A 
K E yp 0 24 
Za Pi 0.2 Pa priza 
z P$ Pi ppa E 
o 0 pro 2 pata 
1 1 013 
y Py piä P? 
Ts Pi i 
Aquí: 
Pò =f (24); i 
ES = 14 |[2—x< Po 
Pi NAT RE am E PE ZA E 
O e r A z—z; P} 
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es un polinomio interpolador de grado no superior al primero, cons- 
truido sobre los nodos z; y xj: 

4 

PP (a) r—za; Py 

z p- jh 

IL Pi 


esun polinomio interpolador de grado no superior al segundo, cons- 
truido sobre los nodos x;, Z,, £}. Continuando este proceso, construi- 
mos el polinomio 


Piso ()= 


20 
== 


1() 
— Tm Pai?” (a) 
Mostremos que si Pi * (2) y Piu" (x) son los polinomios in- 


z=, PË 


: (1) 


terpoladores construidos sobre los nodos £i, £j, . . -y Eh Y Ey, + > es Tao 
Zm, respectivamente, entonces Pij.*m (z) es el polinomio interpo- 
lador construido sobre los nodos Zi, Zj, - - -, Zes Zm- 


Efectivamente, en primer lugar, P+7---Am (5 es un polinomio cuyo 
grado no supera n, lo que es evidente de la construcción de la fórmu- 
la (4). En segundo lugar, en todos los nodos z, el polinomio 
Pú, Jon (q) toma el valor correspondiente: 

i — (22m, 
pion (y= A py (2p 20 
Pio y Üm i)m — Ím (p= im) 


Em —21 
1 
Pido (as 3 Taa (+ Ín— linim) f) = fp 

Calculando sucesivamente con ayuda de la fórmula (1) los valores 
de P8i--» (z*), los toman por las aproximaciones sucesivas de 
f (z*). El proceso de cálculo termina prácticamente cuando el valor 
absoluto de la diferencia de dos aproximaciones sucesivas llega a ser 
suficientemente pequeño. 

Ejemplo 1. Calcular en el punto 2* = 6 con exactitud hasta 
e = 0,05 el valor de la función f = ln z representada en la forma 
de la tabla: 

2111212448 131% 


v Í 0,00 | 0,69 | 4,30 | 1,61 } 2,08 | 2,30 
A Numeremos los nodos en el orden siguiente: xy = 5, 1, = 8, 
Z, = 4, £a = 10, z, = 2, z; = 1. Con ayuda de la fórmula (1) cal- 
culamos los valores de los polinomios interpoladores P,, (6): 


TN 
“le-8 208/17 
6—4 1,39 A 
dd E ie 

na A Jemi ps 
P? =3 jeg 177/5180 
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Puesto que | P02 — P% | = 0,03 < 0,05, cesamos los cálculos y 


suponemos In 6 = 1,80 + 0,03, A a, 

Ejemplo 2. Haciendo uso del esquema de Aitken calcular con 
exactitud de hasta:0,5-40-+ el valor de sen 0,674 para la función 
y = sen z representada cn la forma tabular; 


zy=0,06 


yo=0.61342 | m=0.6209 | 
A Según la fórmula (1) tenemos 


0,674 —0,68 0,61312 
1674 —0,67 0,62090 19 
i Pi (067a LAA 0,625730; 
, - 10,674—0,87- 0.6209 | + 
12 _ A. lia -0, a ERA 
Pi =T 0T (0.674 0,68 D ezara |= 0.023643; 
por 4 0,674 —0,66 0,625730 0.625676 
2 00 (0,674—0,68:0,625643| ~ 0625076. 


Por Jo tanto, sen 0,674 = 0,62568 + 0,00004. à ' 


$ 7.14. Optimización de los nodos de interpolación 


Volvamos a considerar la estimación del error, expresada por la 
fórmula (8) del $ 7.5. Supongamos ahora que no hay restricciones en 
la elección de la red An. Planteomos el problema acerca de la mejor 
elección de los nodos de interpolación. Jin la clase dada do funcio- 
nos C”*! (| a, b|), partiendo de la estimación (8) del $ 7.5, como 
mejores nodos de interpolación han de reconocerse los x; para los 
cuales la expresión máx | ©n (2) | es mínima. La determinación 


fa, b) 
de estos nodos se reduce do hecho a la búsqueda de las raíces del po- 
linomio que se desvía mínimamente del cero sobre el segmento 
la. bl. Según se sabe do la teoría de las funciones, tal polinomio se 
genera por polinomios de Chébyshev de primer género que se definen 
por las relaciones recurrentes signientes: 
Te= i; Tia Tarni ¿2 — Ti 1 > 0% (1) 

Consideremos Jas propiedades fundamentales de los polinomios 
de Chébyshev. 

4”. El término de mayor grado del polinomio 'T., +, se obtiene del 
término de mayor grado del polinomio Tna (n = 1,2, . . .) multiplican- 
do este último por 2z. 

O Tenemos: 

Ta = 222 —1 = 2—1, 
T, = 2z (22? — 1) — zt = 4r — Br. 


Por eso el término de mayor grado del polinomio 7, +, es igual 
a 2%g"*!, La forma general del polinomio 7, ., es tal: 


Tan = Pap, m 
304 


2”. Todos los polinomios Tan (£) son funciones pares y Tan+1 (2), 
funciones impares. 

O Para n = 0 esto es evidente. Supongamos que esto es válido 
para cierto n. Entonces la función 227» +, (£) es par y, por lo tanto, 
Tan+a = 22T 2n +1 (2) —T en (2) también es una función par. Luego, 
la función 277 yn +2 (2) es impar y por eso Tan +3 (2) = 20T 2n +a (2) 
— Tanta (z) es también una función impar, 

3%. Six € | —1, 1 |, entonces los polinomios de Chébyshev tienen la 
expresión explícita siguiente: 


Tat (2) = cos | (n + 1) arccos z | ; n>-—1. (2) 
O Mostremos que el segundo miembro de la igualdad (2) satisface 
la definición (1) del polinomio de Chébyshev. En efecto, 
{cos [(n + 1) arccos tl}r=-1 = 1 = To; 
{cos [(n + 1) arccos zlÌ}n=o = £ = T,. 
Para demostrar el cumplimiento de la fórmula recurrente consi- 
deremos la relación trigonométrica ovidente 
cos (z + 1) 9 = 2 cos 0 cos nð — cos (n — 1) O, 
Suponiendo 0 = arccos z, de donde z = cos 0, obtenemos 
cos Kat 1) arccosx] = 2x cos [n arccos z] — cos [(n— 1) arccos z]. M 


. Sobre el segmento [—4, 1] los polinomios Ty +, (x) tienen 
n +1 raices diferentes: 


Ar" E=0,1,....2). (8) 


O Utilizando la expresión (2), para determinar las raíces del 
polinomio T,.,, (£) obtenemos la ecuación 
(n + 1) arccos zy =F + nk (k =0, 4, ..., n) 


Despejando en esta ecuación za, llegamos a la relación (3). W 
5°. Sobre el segmento [—1, 1] es válida la desigualdad 


F Iaa (1 < 1. (4) 


Esto se desprende inmediatamente de la relación (2). 

De la misma relación (2) determinemos todos los puntos £m en 
los cuales el polinomio 7, +, (z) alcanza sus valores extremos +1. 
Para esto es necesario que 


{n + 1) arccos tm = am (m=0,1,...,n+1) 


. Zr = Cos 


y, por consiguiente, 
m 


Em = cosa (m=0,1,....n+1). (5) 
Sustituyendo estos valores en la igualdad (2), obtenemos 
Tat (€m) — cos ma = (—1)", (6) 
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Esto quiere decir que los puntos en los cuales Pa + = 1y Tn4 = 
= —1 alternan comenzando con za = 1, donde Tn +, (1) = 1. Nótese 
una vez más que la desigualdad (4) es válida no para todas las æ. Si 
| x | > 1, entonces arccos x no existe sobre el conjunto de los nú- 
meros reales, 

Examinemos ahora los polinomios 


Tan 0) = Tp (a) +. (Q 


Son los polinomios que se desvían mínimamente del cero sobro el 
segmento |—1, 1] lo que confirma el teorema siguiente. 

Teorema. Sea P, +, (2) el polinomio de grado n + 1 con el coefi- 
ciente superior igual a 1. Entonces 


(8) 


máx [Pan ()1> mé Tra (0) 1=2 
1.0 11,11 

O Supongamos que la desigualdad (8) no se cumple. Entonces el 
polinomio Qn (2) = Tn+1 — Pn+1, Cuyo grado no supera r, habría 
coincidido cn todos n + 2 puntos extremos z, del polinomio Ty +1 
con este último en signo y por lo tanto, habría tomado alternada- 
mente en estos puntos una vez el valor positivo, olra vez el valor 
negativo. Por eso Qn (x) debería toner n + 1 raíces diferentes lo que 
es imposible para un polinomio cuyo grado no supera n. La contra- 
dicción obtenida demuestra el teorema. W 

Todo segmento fa, b] puede ser obtenido del segmento [--1, 1] por 
el reemplazo lincal de las variables . 


dy e, (9) 


En este caso el polinomio 7, +, (z) se transforma en polinomio 


Dña (EE) con el coeficiente superior ( a r 


Por consiguiente, 
ThA u= baT a (FEE) ao 


nti 


es un polinomio, con el coeficiente superior igual a 1, el cual se desvía 
mínimamente del cero sobre [a, b] y para todo polinomio Py, +1 (2) de 
grado n + 1, con el coeficiente superior igual a 1, so cumple la de- 
siguaJdad 
è P Fla b— 1 
máx Pan (I S mis (E a 
la, bJ la, dy 
En virtud del reemplazo lineal (9) las raíces del polinomio Tía ol (2) 
tienen la forma 


b+a 
a=% 


2k44 
cos A (k=0, ..., n) (12) 
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y los puntos extremos tienen la forma 


LL os a (m=0, 1, 0, n+). (13) 

Volvamos ahora a considerar el problema de minimización del 
error de interpolación A, sobre el segmento [a, b] para una red arbi- 
traria en la clase de funciones continuamente derivables n 4- 1 veces 
que satisfacen la condición (7) del $ 7.5. Vamos a designar esta 
clase de funciones C** (Mn+, la, bl). Para resolver el problema 
planteado en virtud de la fórmula (8) del $ 7.5 es necesario mini- 
mizar Ja magnitud máx | 0, (2) |. Puesto que 0, (x) es el poli- 


E 


ta, b) Les e. 
nomio de grado n + 1 con el coeficiento superior igual a 1, es evi- 
dente que la magnitud máx | 0, (£) | alcanza su valor mínimo 
La, b] 


para los polinomios de Chébyshev. Tía, xè)! (2). Por lo tanto, en cali- 
dad de nodos de interpolación conviene elegir los puntos z, definidos 
por la expresión (12). En este caso 


ix Jon (a)l = máx PEt =a (LEY 
apra" e 
y la estimación (8) del $ 7.5 toma la forma 


„Mns on fÈ 2+1 

A< r al (15) 
Esta estimación es no mejorable, ya que en ella tiene lugar el 

signo de igualdad si en calidad de función f (æ) se elige ol siguiente 

polinomio de grado n + 4: 


Mns, pn a 
Ho. — RFI? a e A 
y en calidad de nodos de interpolación, los puntos z, definidos por 
la expresión (12). 

Ejemplo 1. Sobre el segmento [—1, 1] obtener la estimación uni- 
forme de desviación de la función f (o) = 1 — cos (512/2) respecto a 
su polinomio interpolador construido sobre los nodos de Chébyshov 
(8) para n = 2, 3, 4 

A Nótese, ante todo, que para la función en cuestión sobre el inter- 
valo dado Mn+ = (1/2)"*!, b — a = 2. Por eso en virtud de la 
estimación (15) tenemos: 


p 24 2 
n=2, A < (2) a+ =0,17; 
44 [133 
n=3, Pe ar (+) =0.08% 
1/4 E 
n=, a< (F i (ons. 
Recomendamos comparar la solución obtenida con la del ejemplo 


1 del § 7.5. A 
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$ 7.15. Interpolación con nodos múltiplos 


Hasta ahora hemos considerado el problema en el cual los pará- 
metros de interpolación—los coeficientes del polinomio interpola- 
dor—se determinaban sólo por los valores de la función a interpolar, 
Tal problema suele llamarse problema de interpolación según Lagran- 
ge y el mismo proceso de construcción del polinomio interpolador, 
proceso de Lagrange. 

Examinemos ahora un problema algo más amplio: el problema de 
interpolación respecto a los valores de la función y de sus dérivadas 
o, como se dice de otro modo, el problema de interpolación múltipla. 

Supongamos que sobre lared Am: a S To <<... <L Em SD 
en los nodos z; se dan los valores f; de cierta función f y las deriva- 


das de esta última f} (i = 0, 4, ..., m; k = 0, 4, .. n, a — 1), 
m 

con la particularidad de que > A, = n + 1. Se necesita construir 
i=0 


el polinomio H, cuyos valores y dorivadas hasta el orden œ; — 1 
en los nodos z; (è = 0, 1, ..., m) coinciden con los valores de f 
y con las derivadas correspondientes de esta última, así como estimar 
el error. 

Tal tipo de interpolación se llama interpolación según Hermite y 
el polinomio respectivo Hn, polinomio de Hermite. Los números q; 
se denominan multiplicidades de los nodos x,. En este caso se puede 
demostrar que el polinomio de Hermite existe y es único. 

El término residual de la fórmula de interpolación f (-) = Hn (x) 
se puede representar en la forma siguiento: 


Ro =f (2) — Hn (2) AI tez EE (a, b) (0) 
4=0 


Sca ahora, para precisar, 
(00 (x)| < Maga, Ela, b). (2) 
Utilizando esta restricción y la fórmula (1), obtenemos la estima- 


ción del error para el punto fijo æ: 
m 


A= e (01 < Geo M eel a 


i=0 


Ahora no es difícil construir una estimación uniforme sobre todo 
el segmento [a, b] para la red fija Am. En efecto, 
e Mar 
Arami IRn (2) < GF pá [Oa (21, (4) 
donde 


Sn to= (z— z)". (5) 
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Ejemplo. Construir el polinomio interpolador de Hermite para la 
función f = 4 — cos (suz/2) sobre los nodos xy = —1, t, = 0,1, =1 
con las multiplicidades ay = 1, %, = 2, % = 1, respectivamente. 
Ri una estimación uniforme del error sobre el segmento 
(4, 1). 

A Calculemos en los nodos dados los valores de la función y de 
su derivada: f (£o) = f (2) = 151 (41) = f' (41) = 0. Ahora vamos a 
construir el polinomio de Hermite teniendo en cuenta las multipli- 
cidades de los nodos: 


2 
H; (2)= A EHDE L t, 
Nótese que en vez del polinomio de tercer grado hemos obtenido el de 
segundo grado lo que es consecuencia de la simetría de la informa- 
ción inicial (pero no de la función f). 

Hallamos ahora la estimación del error. Utilizando la fórmula (4) 
y teniendo en cuenta que para la función dada M, = (1/2)*, obtene- 
mos 


a< (F) r 28, e+e] 


No es difícil mostrar que máx |(z + 1) z? (z — 1) | = 0,25. 


i=1, 1] 
Por eso finalmente tenemos A, < 0,065. A 


§ 7.16. Aparato matemática de la interpolación 
trigonométrica 


En los párrafos siguientes consideraremos el problema de aproxi- 
mación de las funciones con ayuda del polinomio trigonométrico. 
Esto quiere decir que en calidad de función aproximante so toma la 
combinación lineal de las funciones trigonométricas sen ng y Cos nz. 

Para fundamentar formalmente la elección de las funciones tri- 
gonométricas en calidad de aproximantes necesitaremos algunas 
nociones del curso de análisis matemático que se refieren a las series 
de Fourier, A continuación citamos estas nociones omitiendo las 
demostraciones de las afirmaciones respectivas. 

Sucesiones. Series. Consideremos cierta función f (z). En calidad 
de dominio de definición de esta función tomemos el conjunto de los 
números naturales, o sea, el argumento x toma los valores 1, 2, ... 

+ ., n, Tal función se llama sucesión. 

La sucesión se escribe en la forma 


üis Ügy oo iy Gars Any Gatis + > +» 0 bien (4), 
con la particularidad de que a, se llama término general; An -,, tér- 


mino precedente a ani an +1, término siguiente a ap. 
Citemos algunos ejemplos de las sucesiones. 
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1) La sucesión 1, 2, 3, ...,n,..., tuyo término general es 
an = n se llama serie de los números naturales, 

2) La sucesión a, as, ..., An-1s Cn, - > - para la cual an — 
— An 1 = d, donde d es una magnitud constante, se denomina pro- 
gresión aritmética. Para definir la progresión aritmética basta conocer 
su primer término a, y la diferencia de la progresión d. En efecto, el 
término general se expresa por la fórmula 


an = 4 +d {n — 1). 


Puesto que con ayuda de la fórmula citada se puede hallar todo 
término de la sucesión, sustituyendo los valores n = 1, 2, 3, 
la sucesión se considera definida. 

3) La sucesión by, bz, ..., bn-is On, +. . para la cual bp = 
= bn -19, donde g es una magnitud constante, se llama progresión 
geométrica, Para definir una progresión geométrica basta conocer su 


primer término b, y la razón g. El término general se expresa por la 
fórmula 


bn = ga, 


4) La sucesión Ci, Ca, ..., Cas » + . para la cual cp = c, donde e 
una magnitud constante, se denomina sucesión constante, 

5) Consideremos un ejemplo más de la sucesión. Vamos a calcular 
el número e sucesivamente con una cifra, con dos cifras, con tres 
cifras, ete. Los resultados de cálculos pueden ser representados en 
la forma siguiente: 


2; 2,7; 2,74; 2,718; . 
(MO (O... 


Al numerar los valores obtenidos por los números naturales de la 
serio, según se muestra entre paréntesis, obtenemos una sucesión, 

Adomás de las sucesiones numéricas, consideraremos también 
las sucesiones funcionales. 

Vamos a citar algunos ejemplos de sucesiones funcionales: 


Dias TE RI A A 
2) sen z, sen 2z, sen 3z, ..., Sen az, ... 


Recuérdose la definición del límite de una sucesión numérica, El 
número A se llama límite de la sucesión (an) si para todo e > Ù exis- 
te un tal número V que para todos los n > N se cumpla la desigual- 
dad | a, — A | < et. En este caso se escribe lím a, = 4. 

no 

La sucesión que tiene el límite se llama convergente y en el caso 
contrario, divergente. 

Ejemplo 1. Mostrar que la progresión geométrica b, bg, bg?, ... 
oo. bg, ... para |g |< i cs una sucesión convergente y para 
[g|>1, una sucesión divergente. 


310 


A 1) Primero consideremos el caso cuando |g |< 1. Mostre- 
mos que 
Km bg t=0, 
no 
osea, según ol dado e > 0 hallemos un N tal quo para n > N se cum- 
pla la desigualdad | bg” — 0 | < e. Para esto resolvamos la desi- 
gualdad respecto a n. Escribámosla eu la forma 


1b1lgP<eo bien |g1"2< el] b]. 
Logaritmemos la última desigualdad 
(1 —1) In 191 <ih (2/1 b 1). 
Dividiendo ambos sus miembros por el número negativo In | q |, 
obtenemos 


In (e/1b1) 


lu (e/[b1) 
Mn lgl 


n> în Tal 


, 0 sea, n>1+ 


Es evidente que en calidad de N es suficiente tomar 
N=E (1+ enbi), 


In 14] 
donde Æ (x) designa el número entero máximo que no supere z. 
2) Examinemos ahora el caso cuando g > 1, b > 0. Mostremos 
que la sucesión es divergente. Para esto basta mostrar que para todo 
M grande como se quiera existe un W tal que para todos los n > N 
so cumpla la desigualdad bg”-* > M. Despejando en la última de- 
sigualdad n, obtenemos 
la (M/b) 
n>1i+ E a 
En calidad de M tomamos 
PR ln (M/b) 
N=E (14 =>): 
Nótese que para g = 1 la sucesión es constante y lím bg"! = 
n «o 
=b. 
Se puede mostrar que en todos los demás casos la sucesión se di- 
verge. À 
Supongamos que hay una sucesión Q,, da, ..., Qmy +... La 
expresión que tiene la forma 


ata +. ant -= D an 


Ea] 
se llama serie; aquí a, es el n-ésimo término de la serie. 
La suma de los primeros n términos de la serie se denomina n-ési- 
ma suma parcial de esta última: 
a 
Sn =D a; 
E 
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Se llama suma de la serie el límite de la sucesión de sus sumas 
parciales 
lím S,=S. 
noo. 
Si la serie tiene la suma, se llama convergente, en el caso contrario 
se dice que la serie diverge. 
Citemos algunos ejemplos de las series convergentes y divergentes. 
Ejemplo 2. Consideremos una serie que se obtiene de la pro- 
gresión aritmética y escribamos su n-ésima suma parcial 


Smagi no tini q pp aa pp 


Es evidente que cuando n tiende hacia el infinito esta suma parcial 
crece indefinidamente on valor absoluto y, por consiguiente, la se- 
rie dada diverge. 

Ejemplo 3. Consideremos una serie formada por la progresión 
geométrica para | q | < 1 y determinemos la suma de aquélla. Haga- 
mos uso de la fórmula de la suma de n términos de la progresión geo- 


métrica: 
4-9 __4 b 
Sa= ia AA Tert 


Antes hemos demostrado (véase el ejemplo 1) que lím =0 
neo 
(lg |< 1); por lo tanto, 


S=lím S = 74. 
no E 


Las series cuyos términos son funciones se llaman series funcio- 
nales, Tales son, por ejemplo, las series 
ao + ar +a H A A 
do + b, cos z + b, cos 2z -+ ... + bn- cos (n — 1) + .... 
La primera de ellas se denomina serie de potencias y la segunda, 
serie trigonométrica. 
Consideremos la serie funcional 
u (z) +u (E) ult... 
donde wn (z) son las funciones definides sobre el segmento [a, b). 
Sea zo € la, bl; entonces la serie 
la (zo) + Ue (20) +... + un (o) +... 


es una serie numérica y puede resultar convergente o divergente, 

El conjunto de todos los valores de z € la, b] para los cuales con- 
verge la serie numérica correspondiente se denomina dominio de 
convergencia de la serie funcional. 


312 


Es evidente que 
S (2) =lím S, (x). 


n 
donde S,(=) = Y u; (z) depende de la elección de la variable z, o 


E 
sea, la suma $ (x) de la serie funcional es función del punto z. 

Sea {Sp (<)) la sucesión de las sumas parciales de la serie fun- 
cional definidas sobre el mismo intervalo cerrado la, b]. La serio 
funcional se denomina uniformemente convergente hacia la función 
S (zx) definida sobre fa, b] si a todo e > 0 se puede hacer correspon- 
der un tal número W, no dependiente de z € la, bl, que para todo 
n > N se cumpla la desigualdad | S, (2) — S (z) | < e. 

Examinemos un ejemplo que ilustra la diforencia existente entre 
los conceptos de convergencia de la serie y de convergencia uniforme 
de la misma. 


Ejemplo 4. Para la serie pr A donde 0<zx<i, la 
n=1 


suma parcial es 
n 


E 4 
S= aTi 


Mostremos que en el segmento dado la serio converge. 

En efecto, si z = 0, entonces S, (0) = S (0) = 0. Sea ahora 
æ > 0. Demostremos que en este caso $ (x) = 1, o sea, según el dado 
e > 0 determinemos un N tal que para n >N se cumpla la dosi- 
gualdad 


1 
| I= -1|<e. 
Resolviendo esta desigualdad, obtenemos 


lne 
N-E (7): 

De la última igualdad se ve que, hablando en general, V depen- 
de no sólo de e sino también de z, con la particularidad de que para 
un mismo e, si z se aproxima a cero, N crece indefinidamente. Esto 
quiere decir que según el e dado no podemos elegir el N único para 
todos los æ € [0, 1], con otras palabras, la serie no es uniformemente 
convergente sobre el segmento señalado. 

El ejemplo citado muestra que la sucesión de las sumas parciales, 
continuas sobre cierto segmento, puede converger hacia una función 
discontinua sobre este segmento. Una de las causas que originan la 
introducción del concepto de convergencia uniforme de una serie 
consiste en que una serie uniformemente convergente de las funcio- 
nes continuas tiene como su suma también una función continua. 
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Desarrollo de las funciones en serie de Fourier. Muchos proble- 
mas de la ciencia y la técnica están vinculados con las funciones 
periódicas que reflejan procesos cíclicos. 

La función f (x) se llama periódica con el período 7 >0 si satis- 
face la igualdad 


Fx) =$ (2 + 7). (1) 


Partiendo de las consideraciones prácticas es cómodo, con un 
grado suficiente de precisión, representar tales funciones en forma 
de una serie trigonométrica o de su suma parcial. 

La serie funcional que tiene la forma 


2 + p (a, cos nz + bn sen ng) (2) 


n=i 


se llama trigonométrica, con la particularidad de que a, y bn son los 
números reales que no dependen de y. 

Supongamos que esta serie converge para todo x que está en el 
intervalo [—x, n]; entonces ella define la función periódica f (£) 
de período T = 2x. 

La serio que tiene la forma (2) se denomina serie de Fourier para 
la función f (2), integrable sobre el segmento [—x, n], si los coefi- 
cientes de esla serio se calculan con ayuda de las fórmulas siguientes: 


3 
E Y Fay dz, (3) 

Ia 

p 
a=4] f(x)cosnadr(n=1, 2, ) (4) 
w=] f(x) sen nedz (n=1. 2. ...). (5) 

a 


podemos formalmente considerar Ja serie de Fourier 

n dada f (z). No obstante, en este caso surgen las 
preguntas siguientes: 1) ¿converge o no la serie de Fourier de la 
función f (z)? 2) si la serie converge ¿tendrá ésta como su suma 
f (2)? Es el teorema de Dirichlet que da las respuestas a estas pre- 
guntas. Antes de pasar al emunciado del mismo teorema, recordemos 
algunos conceptos. 

La función f(x) se considera monótona sobre un intervalo si 
para lodos x, y xo, pertenecientes a este intervalo y tales quo z; < 
<< £a, se cumple sólo una de las desigualdades f (2,) < f (22) o bien 
Te) >/ (0). 

La función f (x) se dice monótona a trozos sobre un intervalo si 
éste puede ser dividido en un número finito de intervalos abiertos 
en cada uno de los cuales la función es monótona. 
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La función f (x) se considera continua a trozos sobre un intervalo 
si tiene sobre éste un número finito de puntos de discontinuidad. 

Designemos con f (a + 0) el límite de la función f (z) si x liende 
a a del lado derecho (límite por la derecha) y, respectivamente, 
designemos con f (a — 0) el limite por la izquierda. 

Teorema de Dirichlet. Si una función f (z), dada sobre el seg- 
mento [—a, al, es monótona a trozos y continua a trozos, la serie de 
Fourier de esta función converge sobre todo el segmento [—n, n) y la 
suma de la serie es igual: 

1) af (x) en todos los puntos de continuidad pertenecientes a (=n, a); 


2) a $r (z — 0) + f (2 + 0)l en todos los puntos de discontinui- 
dad pertenecientes a (—a; 1); 
3) a FU (=a +0) + f (n — 0)l en los extremos del segmento, es 


decir, en los puntos x= —n y x=. 
A continuación escribiremos que 


œ% 


œ) =% + Y (a, cos nz + bn sen nz) (6) 


nat 


según el sentido del teorema de Dirichlet recién enunciado. 

El teorema de Dirichlet no afirma que la serie de Fourier con- 
vorge uniformemente hacia Ja función f (x). No obstante, si se re- 
fuerzan las propiedades a las cuales debe satisfacer la función, es 
decir, exigir de ella que sea continua sobre todo el segmento [--—«, n] 
y sea monótona a trozos sobre éste, así como que se cumpla la igual- 
dad f (—n) = f (z), entonces para tal función la serio de Fourier 
convergirá uniformemente hacia la función f (x) sobre todo el seg- 
mento [—a, al. 

Se puede mostrar que para la función par todos los coeficientes by 
son iguales a cero y la serie de Fourier correspondiente no contiene se- 
nos: 


1()=32+2 a, cos nz, (7) 
n=l 
donde 
an=Ż | 1(0)008 nzdz(n=0, 1, 2, ...,). (8) 


17 
Análogamenie para la función impar todos los coeficientes a, son 
iguales a cero y la serie de Fourier correspondiente no contiene cosenos: 


No= È bn sen nz, (8) 


315 


donde 
a 
w=] f(x) sen nzdz{n=1, 2, ...). (10) 
0 


Ejemplo 1. Desarrollar en serie de Fourier la función 


—z para —a<x<O0, 
ra=] 2z para 0<z<a. 


A Determinemos los coeficientes de Fourier de la función ý (x). 
Con ayuda de las fórmulas (3) y (4) hallamos los coeficientes ay y an: 


1 
a= 7 


$ (—2) cos nz dz + + $ 2x7 cos ntdz. 
0 


a 


Integrando por partes obtenemos 


0 
i pa 4 
a=- (Lo sen nz | -+f sen nz dz — 
-x Ja 
p 


0 


a 
2 2 
a E ij 


a 
1 2 
O (Ecos nz | a jj — -r li—(—1)", 
-a 
O sea, 
6 
dan =0, ai= — ppp E= Y Bree 


Obtenemos los coeficientes b, con ayuda de la fórmula (5): 
0 = 


det $ (—a)sennsdr + $ 2z sen na dt = 


0 


o n 


5 
A z 1 2z 
=-% (-4 cos ny | de] a ol na| - 
-a 

z 


e Ho] 
0 


n £ 


Ahora bien, la serie de Fourier de la función dada tiene la forma 
e 
3 6 1 
jazgan 2 pos (1) 24 
h=t 


r 1 191 
+D aor (k1) -y 2 y sen2he. 


h=1 k=1 


En el intervalo (—x, n) la serie converge hacia la función f (x) 
y en los puntos x= +m, hacia el número Fl (=n +0) + 
+1( 0) =fr A 
Ejemplo 2. Desarrollar en serie de Fourier la función 
== ra —a<z<0, 
tof sengs pa <T< 


seng para 0<i<Mm. 
A La función dada es par, por consiguiente, todos los coeficientes 
bn =0 y a, se determinan con ayuda de la fórmula (8): 
a 


a= +! senzcosnzdx (n=0, 1, 2, ...). 
v 
De aquí 
a 
a=$ | enzds= $ 
Luego, 
x z 
ast sen zcosnzds= + f [sen (n+ 1) —sen (n — 1) zjdz = 
p % 
0 para n=2k—1, 
“Ls para n=2k(k=1, 2, 3, ...). 


Por,lo tanto, 


f(x) = [sen z] = > — 4 DY 1 cos 2kx. 


Nótese que la serie obtonida converge hacia la función | sen z | 
sobre todo el segmento [—ax, xl. A 
Ejemplo 3. Desarrollar en sorie de Fourier la función 
—1 para —1a<z<0, 
Ho= 0 para z=0, 
1 para 0<z<m 
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A La función dada es impar, por lo tanto, todos los coeficientes 
a, =0 y b, se hallan con ayuda de la fórmula (10): 


2 


E « 
2 E Ps 

b, Al 1-son nz da= — E cosnz | = (4). 
0 0 


an 


Ahora bien, todos los coeficientes pares b, son iguales a cero y los 


impares tienen la forma by, -, = - Por consiguiente, 


AR 


1e)=Ż D gor sen (2k—1) e. 


Es ovidente que la suma de Ja serie en los puntos z = Q y £ = +n 
es igual a cero. A 
Ejemplo 4, Desarrollar en serie de Fourier la función 
z para (<z 1, 
e 1 para 1<x<2. 


A Puesto que la función se da en un intervalo distinto de (—a, 10), 
sustituyamos la variable independiente con ayuda de la fórmula 
x= (e + a/a o bien z’ = n (z — 1). Ahora bien, obtenemos la 
función siguienle: 


po aiii para =a <r <0, 
1 para (<<. 


Puesto que esta serie está definida sobre el intervalo (—a, 1), 
para ella se puede escribir la serie de Fourier. Calculemos los coefi- 
cientes de esta serie: 


0 a 
a==) zir drt [dr , 
La v 
z 
An -1 $ == z cos nz’ atf 1-cosnz’ dz’ = 
po Y 
5 o 
= sen nz’ dz’ = -ir (=E 
nni nên? 


4 «dba FT i 
bgm + ——sennz! da + -y 


1-senna' dz’ = 


Sun 


o 
== f x sen nz’ dz’ = 


Ja 


i 
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Por lo tanto, 


a=i 


+ 
ajo 


basis 


a 1 cos [(2%k—1) a (x —1)] 


f= a 


l 


al» 


sen [na (z — 1)]. 


s 
i 


Calculemos los valores de Ja suma de la serie en los extremos del 
intervalo: 


0+1 4 
TOO +12 = 4 =. 
El resultado obtenido ofrece la posibilidad de hallar la suma de 
la serie numérica 


`a 4 1,4 TEE. ON 
s=) aitt o 


hi 


En electo, en virtud del leorema de Dirichlet para z = 0 o para 
zx = 2 tiene lugar la igualdad 


2.4 es O, TE? 
de donde 
Na, d 
ERA E 


h=1 


En conclusión nótese que la integral de la función f (x) se obtiene 
integrando por términos la serie de Fourier que le corresponde y la 
derivada f’ (z), derivándola por términos. En caso de la derivación 
la condición f (—1) = f (1) es necesaria. 


$ 7.17. Interpolación trigonométrica 
La operación de representar la función f (z) por la serie de Fou- 
rier se lama análisis armónico. En Jos cáleulos prácticos nos vemos 
obligados a considerar sólo algunos primeros términos de la serie 
de Fourier. Como resullado se obtiene únicamente una expresión 
analítica aproximada para la función f(x) en la forma del poli- 
nomio trigonométrico de V-ésimo orden: 


N 
Qu (e) =+ Y (ancosnz+bnsonna)(—a << a) (1) 


n=1 


Además, las fórmulas (3) ... (5) del $ 7.16 para calcular los 
coeficientes de Fourier son útiles exclusivamente en caso de Ja 


319 


representación analítica de la función. En la práctica la función f (z) 
se representa, por regla general, en forma de una tabla o gráfico. Por 
eso surge el problema de determinar aproximadamente los coefi- 
cientes de Fourier valiéndose del número finito de los valores dis- 
ponibles de la función. 

Generalizando lo dicho, enunciemos el problema siguiente del 
análisis armónico numérico o bien, como con frecuencia se lo llama 
de otro modo, del análisis armónico práctico: aproximar sobre el 
intervalo (0, 7) por un polinomio trigonométrico de W-ésimo grado 
la función y = f (£) para la cual se conocen m valores suyos y, = 
= f (z) para z = kT/m(k=0,41,2,....m—1). 

El polinomio trigonométrico para la función definida sobre el 
intervalo (0, 7) tiene la forma 


N 
Qr) =+) (a, con Z= t+ basenn E z). (2) 
ni 


Los coeficientes 4, y b, se definon por las relaciones siguientes: 


T 
an=- | 1(2) cosn Fo dz, 6) 
0 
(n=0, 1,2, ..., N). 
? 
bwnt f j(a)sn nt zdz. (4) 


ù 


Aplicando en las relaciones (3) y (4) la fórmula de los rectángu- 
los para calcular los integrales según los valores de las expresiones 


subintegrales en los puntos z, = kT/m (k = 0, 4, 2, ..., m — í), 
tenemos 
2 25k 
an= Y yrcosn E, (5) 
A=0 


ERA ocio Mi 
" 25 2nk 6 
n= 37 Ò yn Senna (6) 


h=0 


Ahora bien, el polinomio trigonométrico (2), cuyos coeficientes 
an y by se determinan con ayuda de las fórmulas (5) y (6), sirve de 
solución del problema planteado. 

Se puede mostrar que para m > 2N el polinomio (2) da la mejor 
aproximación a la función f (z), en lo que se refiere al método de los 
cuadrados mínimos, si los coeficientes de aquél se calculan haciendo 
uso de las fórmulas (5) y (6). Con otras palabras, los coeficientes (5) 
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— 
08*0— | 9980 | o |us'o— | 9980 o [pogo] 008 
$0 | so0— | , so- | + ¡go -F ] 
Sa SS N; z 
F 0 F 0 y 0 > 0 eg Mos 
wl 
0 p 0 Ẹ 0 0 La iz i 809 
998‘0— | oso- | o | s980 | 998'0 o [9980|99 SI j te È us 
so | so0- [5 | t | so > [so] s JE | deL so 
g'o— | oso- | += |9980- | so~ + loo8'o soļo o| 122 uos 
| 998'0 | so | 0 | s'o— f 98o- o | so foo | 12 s00 
"AUOD SOpep 
-tun ua ugpomp 
sor z0r 16 sr E az es | ss | m |se |-o0dop uemnpor. 
| W | or | 6 s Ł £ z + | 0 | Mo 
2 | | Ix | x xı uta a juju E | Sosan 


EEL PE 
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21-548 


"Auo SOpep 
jun u3 UQIMP 
-01d Əp V9UINIOA. 


Ur 


sasa 


ELL DIGO) D] Ap upioonigquo) 


y (6) minimizan la suma de los cuadrados de desviaciones 


m-i 
Sk = 2 105 (2) va. (m 
En el caso particular para m =— 2N los coeficientes a, y bn (n = 
0,1,2,..., N — 1) se definen por las relaciones (5) y (0) y 
el coeficiente ay es 
4 m-i 
n= D (iy (8) 
4 hab 


El mismo polinomio Q y (z) lega a ser un polinomio intrpolago, 
ya que en este caso para todo bx se cumplen las relaciones Q y (£a) = 
= y, para todos los z, -= kTim {k = 0, 4, 2, ..., m — 1). 

Ejemplo. Investiguemos la dinámica de producción del azúcar de 
remolacha. Esta producción lleva un carácter periódico condicionado 
por la periodicidad del cultivo y por las condiciones de almacena- 
miento de las materias primas. Por eso en calidad de función que 
aproxima la dinámica de fabricación del azucar se puede tomar 
el polinomio trigonométrico (2) para m = 12 (esto corresponde: al 
número de meses en el ciclo anual y permite revelar una particulari- 
dad específica, o sea, la temporalidad de la fabricación). Por consi- 
guiente, 


N 
a hau El 
Oy (1) =2-+ >) (a,.cós n 24D, seta z) (0<1< 11). 
n=l i 
'En las investigaciones económicas para una buena aproximación de 
la serie dinámica periódica suclen elegirse cuatro armónicos, como 
máximo. Los coeficientes a, y b, se expresan en la forma siguiente: 


' 1 u 
1 a 1 a 
=$ Y) yu cos n q tm bn=T 2 Yn SOM nT Tr- 
h=0 k=l 


Calculemos estos coeficientes para los primeros cuatro armónicos del 
polinomio Qy (z). Los cálcirlos necesarios se formalizan tabular- 
mente (véase la tabla 7.13 en las págs 321 y 322). 

De la tabla dada obtenemos que a, = 108; E == 34,99; dy = 
= 7,75; ag= —3; a, = 1,25; b, = —6,14; ba = —11,98; b¿= 
== —4; b, = 1,59. Ahora bien, tenemos los siguientes cuatro modelos 
matemáticos de temporalidad para la fabricación del azucar: 


Q, (z) = 54 4- 34,99 cos E x—6,11 sen E 


Qa (x) =54 434,99 cos Fx—6,11 sen Fx 47,75 cos Fa 
6 3 


r — 11,98 sen 54 


Q, (2) = 54+ 34,99 cos F7—6,11 séi r +7,75 cos 5 I= ! 
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R — 11,98 sen F2—3cos $ s —4son 51; 
i 
Q: 4 436,99 cos Fu 6,11 sen + z4 1,750084 æ 
,  —14,98sen $ s—3 cos -£ r—4sen $ 2—1,25008 4 24 


+1,59s0n E z. 


La comparación de Q, (£4) con los valores correspondientes de 
yn muestra que ya el primer armónico da, en general, el modelo 
«correcto de la dinámica de la fabricación del azúcar, reflejando su 
temporalidad. a 

Calculemos las desviaciones medias cuadráticas, o sea, las des- 


x 1 
wiaciones estándar $, = V Sie (24) — Ya? para lodos los Qi (x); 


$0 
encontramos Ô, = 37,80; 8, = 14,40; s= 7,59; 6, = 5,75. Como 
era de esperar, los valores 5, decrecen monótonamente con el creci- 
miento de ¿, con la particularidad de que ô, poco se distingue de 8 y. 
Además, los mismos valores sy ô, son bastante pequeños, asi que 
el polinomio Q (z) es una buena aproximación de la serie que ca- 
racteriza la dinámica anual de la fabricación del azúcar. 


$ 7.18. Métodos numéricos de determinación 
de los coeficientes de Fourier 


Supongamos que se da una serie de Fourier que converge hacia la 
función periódica f (t): 


10=2+2 (am COS mz +0), sen ma), (1) 
m=i 
donde 
z 
an= +5 f(x) cosmadz(m=0, 1, 2, ...). (2) 
Bi 
b=] J (2) son mz de (m=1, 2, 3, ....). (3) 


a 


En el párrafo precedente hemos enunciado el problema de apro- 
ximación de la función f (z) por el polinomio trigonométrico Q y (z). 
Allí mismo al calcular los coeficientes an y bm con ayuda de los in- 
tegrales hemos utilizado la fórmula de los rectángulos. 

En el caso general el cálculo aproximado de los coeficiéntes am 
y bm se funda en la sustitución de los integrales de los fórmulas (3) 
y (4) del $ 7.17 por sus valores, obtenidos con ayuda de una de las 
fórmulas de integración aproximada. En este párrafo hacemos uso 
de la fórmula de los trapecios. 
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Vamos a suponer que la función f (z) es peri ódica con le período 
de 25. Nótese que en vez de los límites us uales de integración entre 
—a y 7, al determinar los coeficientes dm y bm se puede considerar 
todo segmento de integración de 2x de largo. Para comodidad de los 
cálculos tomemos un segmento de O a 2n, así que 


2x 


+ $ f(=)cosmxdx (m=0, 1, 2, ...), (4) 

è 

2n 
dm= f f(z)senmzdr(m=1, 2, 3, ...). (5) 


o 


Al dividir el segmento [0, 27} en N partes iguales, como resultado 
2n 2n 
E A in S r a 
2n. En los puntos de división designemos los valores respectivos de 
N la N función f (2) con Yo, Ya, Yas ©- -+ YN- YN = Yo Aplicando, 
la fórmula de los trapecios, obtenemos las sigwientes fórmulas apro- 
ximadas para calcular los coeficientes am y bm: 
N=1 


2, 
obtenemos los puntos de división O, 1. + 2 


N 
TO= D h=w+N+-> Hyn 
k=0 
N na 2m7 2m7 
5 m= 2: Yn Cos k == Yo + Ya Cos Ek + + + 
r=0 
- Yaya os (N—1) 292, 
N T 2m: 2m: 
Tim= 2 ya sen k 7 =y sn a+. >> 


se- PY son (N—1) 292 


Supongamos que N = 12, o sea, el segmento ÍQ, 2x] está dividido 
en 12 partes iguales, así que se utilizan los valores del argumento 
0, a/6, a/3, .. ., 11x/6; a ollos les corresponden los valores de la 
función Yo, yı; Yas -- -s Yi» Y las magnitudes, por las cuales se 
multiplican estos valores, son tales: “+1; sen (1/6) = 0,5; 
«sen (1/3) = 40,866. De aquí, omitiendo los cálculos voluminosos, 
obtenemos 


Gay =Yo + Ya + yat yst Ya + Yst Yo + Ya +y Yo + Yot Yan 
6a, = (ys + Yo — Ya— Ya) sen + 


+ (Y + Un — Yo — Y) sen ++ (Yo — Yo), 
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Bag == (Y + Ys + Yo + Y — Yo — Yi — Ye — Yo) Sen q + 


+ (Yo + Yo — Y3 — Yo), 
Gas = yo- Y, + Ys —Ya— Yo — Yio 


6b = (Y1 Ys — Yr— Yia) sen -$ + 
H (Uat Yam Ya — Vio) Sed- -+ (Ya— Yo), 


ba = (Ya Hya Hyr + Ys — Ya — Ys — Yo — Yu) sen -i 
bs = yı + Ys + yo— ha — Y1 Yin 
eto. 


Para reducir al mínimo el número de operaciones aritméticas ne- 
ecsarias con el lin de obtener los valores @m y bm, se utiliza un es- 
quema de cálenlos especial llamado esquema de Runge. 

Paso I. Se escriben los valores de la función f (x) observando ol 
orden siguiente: 

YYYY 3Y aUsYo 
Yin YroYoYaY7 
Paso JE. Se cuentan las sumas y diferencias de cada par de los 


valores que están uno debajo dol otro. Las sumas y diferencias obte- 
nidas se escriben del modo siguiente: 


YoYY2Y ¿YaYsYo 
YarYioYoYaYz 
Sumas Ugly Ugl ¡qUgUo (6) 
Diferencias VPW PUS 


Paso II, Las operaciones análogas se realizan con las sumas y 
diferencias (6) 


UgU¡Ugl y VIO y 
Uglslla EZ 
Sumas CoCa u FAA 0) 
Diferencias dodıda hihg 


Paso IV. Se calculan los valores Am Y bm con ayuda de las fór- 
mulas aproximadas 
bay = Co 01 ++ Ca 
6a, = do + 0,8664, + 0,5d,, 
bay = (Co — ĉa) + 0,5 (01 — cz), 


6b, = 0,5g1+ 0,8668, + 83, 
6b, = 0,866 (h, —ko). 
6b 3 = gı — Es: } 
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eto. E AAA 1 
Para comparar de un modo evidente los coeficientes am Y Um 
obtenidos por las fórmulas aproximadas con los valores exactos 
de los mismos, citemos un ejemplo en el cual la función está repre- 
sentada analíticamente. ` 
Ejemplo. Consideremos la función periódica con el período de 2x 


zin para (0<<mx, 
y=f(z)§ 1 para n<z<2nx, 


O para 1—2n. E 
Hagamos la tabla: í A 
Flaa | a |x| sr Ta 
SOPIE: SAME: 


Hi 2 5 
-| |æ li 
TEREN 


$ | d | 
E y i ù ' 
Escribamos según el esquema vii Rungé losuvaloros ii realicemos 
las adiciones 'y «sustracciones «indicadas ew éste (véanse: las- fórmu- 
las (6)1 le. 


A i 2 5 
a Ta P w 
i fawi 1 1 A e 
hi id Ls 5 11 
Sumas 0 PAG ELE T 1 i 
aa 5 2 1 1 1 o. 
Diforencias ss a -57 T. 


, Ahora realicemos las sustracciones y adiciones, respecto, a''las 
sumas y diferencias halladas [véanse las fórmulas (Ml, 


sumas 'diforonciab 

7 4 3 5 2 1 

tF TT =r p 

14 4 E a , 

E LE 73 , 

3 1 

sumas 1 3 35 sumas =i 3 = 
, " 2 4 
diferencias ritr 
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Escribamos ahora las expresiones para am y bmi 


bu=1+3+3+ Ze 60,=0,5(—1)+0,866 (2): 
61, =—1—F-0,866—0,5-L: 6b,= 0,806 (4-4); 


6a, = (1$) +0,5 6—3) 60=—1=(— +): 


6a; = —1-(-4): 


De aqui 


ay = 1,417; a, = —0,291; a, 0,083; a¿= —0,111, 
b, = —0,311; b, = —0,144; b= —0,083. 


Para comparar damos los valores exactos de los coeficiontes: 
ay = 1,500; a,'= —0,203; a, = 0,000; a= —0,022; 
b, = —0,818; ba = —0,159; b= —0,106. 


Para obtener con una exactitud más alta los valores de los cocfi- 
cientes haciendo uso de las fórmulas aproximadas, se pueden uti- 
lizar los esquemas provistos de un mayor número de ordenadas, 

Cabe señalar que el análisis armónico práctico ofrece la posibi- 
lidad de obtener expresiones analíticas que aproximan las funciones 
dadas con un error estándar mínimo. 


$ 7.19. Interpolación inversa 


La interpolación de las funcionos resulta un aparato útil pura 
resolver varios problemas. El problema de determinación de la raíz 
de una ecuación o de la de una función es un ejemplo característico 
de utilización del polinomio interpolador, 

Consideremos el siguiente problema de interpolación inversa. So- 
bro la red Api OK ooo En <A LL CAL 
.. . L b está definida por sus valores f; (i = fn +1, .. ~ £k) la 
función f (x) que es continua sobre el segmento [a, bl. Se necesita 
determinar el valor del argumento 2% € (£o, 41) que corresponde al 
valor dado de la función f, f* = fe + 9 (fı — fo); 9 € (0, 1). Se su- 
pone que el intervalo (xp, x,) es tan pegueño que x* es único. 

En realidad, aquí se necesita determinar la raíz de la ecnación 


pm) =f. (t) 
Una de las vías posibles de resolver este problema consiste en 


lo siguiente. Aproximemos la función f (z) por su polinomio inter- 
polador P,, (f, x) y reemplecemos la ecuación (1) por la siguiente: 


Pa (f, 2) = f*. (2) 


Encontramos la raíz real 4% de la ecuación (2), perteneciente al in- 
tervalo (xy, 1). Prácticamente obtenemos sólo una solución aproxi- 
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la ecuación (2), o sea, el valor x*. Ahora suponemos que 


a* = ar, 
Vamos a estimar el error de tal solución. Supongamos que el error 
total de interpolación es igual a A, o sea, 


IP. (f a—/M1<A (8) 
y e) error de Ja solución de la ecuación (2) es igual a e, o sea, 
ESTER 4 


Entonces el incremento de la función f en el punto z* puede ser 
representado en la forma 


Jo — $ (0%) = (0 — 7) f (E E= 2% +0 (8% — 28), 0 € (0, 1). 
Do aquí, tomando en consideración que f* =P, (f, z*), tenemos 


Pa (F Z) — 1 (0%) = (0 — 2) f (8. 


Suponiendo ahora que mín |f (z)] =m, >0 y mtilizando 
Xe Xi 
la estimación (3), obtenemos 
| * —2* |< Alm. (5) 
Luego, 
lat =*= PE O TEE EE PT 
y en virtud de las desigualdades (4) y (5) encontramos finalmente 
=a EHe © 


Ahora bien, tanto la solución del problema planteado como el 
error (6) se determinan por dos procesos: por la construcción del po- 
linomio interpolador y por la resolución de la ecuación (2), o sea, 
por la determinación de las raíces del polinomio interpolador. 

Puede parecer que estos dos momentos de ningún modo están 
relacionados entre sí. Sin embargo, esto no es completamente así. 

Hay que tener presente que el aumento del grado del polinomio, 
por un lado, disminuye el error A, pero, por el otro lado, aumenta el 
volumen de trabajo necesario para resolver la ecuación (2). 

Por eso el grado del polinomio interpolador debe ser mínimo 2 
condición de que se alcance la precisión requerida. 

Al resolver prácticamente el problema de interpolación inversa 
sobre una red uniforme en calidad de polinomios interpoladores, sue- 
len ntilizarse los polinomios de Stringer y de Bessel. En este caso 
la ecuación (2) escrita respecto a la variable t = (x — £p)/h se redu- 
ce a la forma t= ip (t) y so resuelve por el método de itoraciones. 

Al utilizar el polinomio de Stringer tenemos 


=p ("n r- e...) (7) 
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La utilización del polinomio de Bessel da 


te a Eru 
-4i (14) um). © 


En el primer caso como aproximación inicial ¿ se toma 
1 2 A 

p (*— h) y en el segundo, 0,5 ó bien ++ E 0 — tf: 

Obtenida t*, o sea la solución de la ecuación ns , (8), «*. se 

determina con ayuda de la fórmula 2*=2,+1%h, 

Análogamente, on caso de necesidad, se “puede obtener la solu- 
ción del problema planteado haciendo uso del primero o segundo 
polinomio interpolador de Newton. 

Consideremos el 'segundo método de resolución del probloma de 
interpolación inversa, método fundado en la existencia de Ja fun- 
ción g (y), inversa a Ha). 

Supongamos que la función g (y) es continua junto con una canti- 
dad suficiente de sus derivadas sobre el proi mínimo, que con- 
viene los valores y; = f; (i , +1. Je = f*. En oste caso 
la determinación de z es equivalente al E de la función invor- 
sa g (y), definida por sus valores z; en los nodos y; y en el punto 
y =P", ya que a = g (j*). 

Ahora. bien, el problema dado está reducido al de interpolación 
«de la función inversa g (y) al cálculo de g (1%). 

El método mencionado de resolución del problema de interpola- 
ción inversa es más oficaz que el que contiene la resolución de una 
ecuación en calidad de una de las elapas. El método en cuestión es 
sobre todo cómodo si se necesita hallar la solución para una canti- 
dad bastanto grande de valores f* o bien si se necesita obtener la 
expresión explícita para la raíz de la ecuación (1). El ingonveniente 
del segundo método consiste en Ja exigencia de que exista una fun- 
ción inversa suave, lo que.no siempre puede ser cumplido (por ejem- 
plo, esta oxigencia no se cumple para Jas funciones no monótonas). 

En conclusión nóteso que para calcular z* con ayuda de la fun- 
ción inversa el más cómodo es el método de iteración-interpolación 
de Aitken expuesto en el $ 7,13. 

Ejemplo 1. Valiéndose do la tabla de valores de la, función f = 3% 
(véase la tabla del ejemplo dado en el $ 7.9,), determinar a qué 

valor del argumento x* corresponde el yalor de di función f* = 
=.5.. Estimar el orror. 

nA, En el ejemplo$7.9 hemos determinado que 'el orden de exac- 
titud ¿de la tabla dada es igual a 3. Puesto que el valor dado f* está 
situado al fin de la tabla, para calcular 2* es necesario utilizar el 
segundo polinomio interpolador de Newton que es de tercer grado. 
Suponiendo z = 1,50 y ž= (z — 2p)/R, así como utilizando la 
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tórmula (10) del $ 7.9, obtenemos la ecuación para determinar £** 


5519064 ARS tA 4) + A taet). 


En este caso, teniendo en cuenta los resultados del $ 7.9, calcu- 
lemos el error del valor de z* con ayuda de la fórmula (5). Puesto 
que A=4,+A,=0,/004 y m = mín  |3*in3|=25, el 

' (0,75; 1,5] 
error buscado constituye | 2* — 2* | < A/m, = 0,0016. 

Vamos a transformar la ecuación para determinar ¿* en forma 

cómoda para la aplicación del método de iteraciones 
— 55,19% 1 0,300 0,072 y 

a LS o tuu]. 
Resolvamos esta ecuación, tomando por aproximación inicial ty 

= (5 — 5,196): 1,248 = —0,16. Entonces 


a Os ; 
t = —0,16— qag [252 (0.46) (0,84) + 


+2. (—0,46)-(0,84) (1,84 ] = — 0.144; 
t,=—010—Hp [2% (—o,141) (0,859) + 
+20 (0,141) (0,859) (4,859) J= — 0.143. 


Ahora bien, en calidad de solución aproximada de la ecuación so 
puede tomar el valor £* = —0,14 + 0,003. Do aquí 


A E 
y el error de la solución de la ecuación 
par -5 | = e < 0,0008, 


Ahora bien, la solución final z* = 1,465 4 0,003. A 
Ejemplo 2. Haciendo uso de la tabla de valores de la función 
J n z (véase el ejemplo 1 del $ 7.13), calcular e? con exactitud 
de hasta 0,01. 

A La función dada f tiene la función inversa y (y) = e” que es 
continua junto con sus derivadas sobre el intervalo (— oo, 00). 
Por eso el cálculo de e” puede ser reducido al cálculo en el punto 
y =y* =2 de la función e” representada en forma de la tabla: 


Y | 0,00 i 0,69 | 1,39 | 1,61 | 2,08 il 2,30 


diltarirFs Ts lo 


Vamos a resolver el problema de interpolación obtenido con ayu- 
da del mélodo do Aitken. Numeremos los nodos y, en el-orden 
siguiente: yy = 2,08; y, = 2,30; y. = 1,61; Ya = 1,39 ya = 0,69; 
Ys = 0,00. Utilizando ahora la fórmula (1) del $ 7.13 y reemplazan- 
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do z por y y Zm por Ym calculamos los valores de los polinomios in- 
terpoladores. P, (y* 


i [0,08 a PA 
TÆ ' | —0,30 10| 744S 
0,39 5 
O | eos 7380; 
0,39 7,49 
012 » 1 y ' nom. 
P: B)= ga Mo 
pre 04, 
1 Osga" logo 5/67 
0,61 6,77 
as = hn 
=> [0,08 7,49) =74 
7,4 
p323 (a -T 061 TAL aaa 


oM ` | — 0,30 7,37| 7 


Puesto que | P9 (2) — P$° (2) | = 0,01 y la S Teque- 
rida ostá alcanzada, cesamos los cálculos y suponemos e? =7,38 + 
= 0,01. 4 
Ejercicios 

1. La función y = f (x) se da tabularmente: 


= | 4,522 | 4,528 | 1,5% 
y | 20,477 | 20,006 | 21,354 


Determinar su valor en el punto z = 1,5228 con ayuda de la 
primera fórmula de interpolación de Newton. 
2. La función y = f (z) se da tabularmente: 


zj 4,529 | 1,530 | 4,5% 
y| 23,911 | 24,498 | 25,115 


Determinar su valor en el punto z = 1,5303, haciendo uso de la 
segunda fórmula de interpolación de Nowton. 
3. Construir el polinomio interpolador de Lagrange para la 
función representada tabularmente: 
z| 2| 1 | 2] 3 
vl-e2 1-8 1315 


4. Construir el polinomio interpolador de Lagrange para la 
función f (z) = e"* si de nodos de interpolación sirven los puntos 
zo = 1, z; = 2, x, = 3. Estimar el error para x = 4,5. 
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5. Hacer la tabla de diferoncias finitas para la función represen- 
tada tabularmente: 


S 28 [0] 20] 2 3 


ul 10 | 5 [14[ -5| —20 | —100 


6. Hacer la tabla de diferencias divididas para la función repre- 
sentada tabularmente: 


z] -3| EN po 
yla] 7 fa 


7. Para la función y = f (x) representada en la forma tabular: 


w 


Calcular el valor en el punto x con exnelitud de hasta 
1075, ha iendo uso de la fórmula de Aitken. 

8. © Icular el valor de la función en el punto v -= 1,84627 utili- 
zando la fórmula de Stirling si la función y = f (x) está representada 
en la forma tabular: 


+ | 1,855 |4,340 [1,345 |1,350 |1,355 [1,360 


y | 4,16206 | 4,25562 | 4,35325 | 4,45522 | 4,56184 | 4,67433 
9, Para la función represontada en la forma tabular: 
zj 1,685 J 4,440 j 1,45 


y | 0,892687 | 0,893698 | 0,894700 


doterminar el valor del argumento, correspondiente al de la función 
0,892914. 

10. Haciendo nso del método de interpolación inversa, hallar 
con la exactitud de hasta 10-5 la raíz de la ecuación Y z F 1 — 1 = 
= 0, que está sobre el segmento {0,7; 0,81. 

11. Construir un polinomio interpolador que reflejo la variación 
de la exportación realizada por la industria de construcción durante 
el período de 1981 a 1983, utilizando los datos siguientes: 


Años | 1981 | 1982 | 1983 


Exportación, en millones del 384,6 | 507,9 os 


rublos convertibles 


12. Construir un polinomio interpolador que refleje la variación 
de la importación realizada por la industria de materiales de cons- 
trucción durante el período de 1981 a 1983, utilizando los datos 


-333 


Años 5% | boi! 1962 | 1983 


Importación, en millones del 349,1| 416,9| 430,6 
rublos convortibles 


13. Construir un polinomio interpolador que refleje la variación 
de la importación realizada por la industria de construcción durante 
el período de 1981 a 1983, utilizando los datos siguientes: 


Años | 1881 , 1082 | 1983 


Importación, en millones al 980,6 | 949,6 


rublos convertibles 


14. Construir un polinomio interpolador que refleje la variación 
de la exportación realizada por la energética eléctrica durante el 
período de 1980 a 1983, utilizando los datos siguientes: 


Años | 1980 | 4084 | 1982 | 1983 
421,4 ¡ea ba] 619,2 


Exportaciones, en millones 
de rublos convertibles 


15. La importación de los productos de las industrias forestal, 
papelera y maderera constituyó según los año 


Años l 1980 l 1984 | 1982 | 1983 
Importación, en millones de |92 938,7 883,6 | 796,8 
rublos convertibles 


Construir un polinomio interpolador que refleje la variación 
de la importación durante el poríodo de 1980 a 1983. 
ı 16. Construir un polinomio interpolador que refleje la variación 
de la exportación realizada por las industrias forestal, papelera y 
maderera en el período de 1979 a 1981, utilizando los datos siguientes: 


Años 1979 | 1980 | 1981 


Exportación, on millones de |12 5] 2008,5] 1893, 4 
rublos convortiblos 


17. Costruir un polinomio intorpolador que refleje la variación 
de la importación realizada por la industria ligera en el período de 
1980 a 1983, utilizando los datos siguientes: 


Años : | 1980 | 1981 
7085,3 | 8454,4 


1982 l 1983 


Importación, én millones de 8821,1 | 8760,8 


rublos ¿onvertibles 
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18. El nivel de instrucción de la población urbana ocupada está 
representado en la tabla: 


z Años i 1939 H 1959 l 1979 | 1983 
Ticnen instrucción superior |. 32 | 59 |'130 | 442 3 
por 1000 persoñas do la po- . 
blación urbana ocupada 


¿Cuál fue el nivel de instrucción de la población urbana ocupada 
en 198: 

19. El nivel de instrucción de la población rural upal está 
representado en -ta tabla: 


Años | 1939 | 4959 | 1979 | 1983 


"Tienen instrucción suporior 
por 1000 personas de la po- 
blación rural ocupada 


3 u 42 50 


¿Cuál fuo el nivel de instrucción en los lugares rurales en 1982? 
20, La cantidad de egresados de los centros de ensoñanza supe- 
rior, especialidad de geología, está representada en la tabla: 


Años | 1965 | 1970 | 4975 | 1980 


Cantidad de especialistas, en | 3,2 | 5,1 | 5,9 | 6,2 : 
miles do personas a 


Determinar la cantidad de egresados, especialidad de geología, 
en 1979. 


21. La renta nacional utilizada para la acumulación y otros 
gastos constituyó 


Años | 1965 1970 | 1975 | 1980 


Renta nacional, en miles de 
millones de rublos 


50,2 84,2 | 90,0 107,2 


Determinar la renta macional on 1979. 
+22. El consumo de energía eléctrica en la agricultura constituyó: 


Años | 1965 | 1970 | 1975 | 1980 


Consumo de cnergía eléc 
- ca, en miles de millones de 
kW 


21,1 | 38,6 111 


¿Cuál fue el consumo de energía eléctrica en 1979? 
23. La fabricación de los motores eléctricos de corriente alterna 
constituyó: 


Años | 1970 | 1975 | 1980 | 1982 


Fabricación de motores eléc- 
tricos con consumo de ener- 
gía, en millones de kWh 


36,3 | 45,9 | 51,8 | 53,3 
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¿Cuál fue la fabricación de los motores eléctricos. (según el con- 
sumo de energía) en 1981? 

24. Calcular el valor de la función f (2) en el punto z = z, con 
ayuda del polinomio interpolador correspondiente, utilizando las 
tablas de cuatro cifras de funciones trigonométricas con el paso igual 
a 1%. Determinar ol error absoluto del resultado: 


= sen z, zı =37,7% b) f(t) = cos z, z, =1948'; 
312% d) f (z) = cos z, z, = 3648"; 
e) f (z) = cos z, z, =71,6% E) f (2) = tg z, z, = 67°48". 


25. Para la función y = f (æ) definida sobre el intervalo (0; s) 
y representada en forma de la tabla de valores y, = f (ca): 


» | oa | 2| 
n | 0 faja | a/2 | 3n/4 
yk 1 2 2,4 | 2,6 


formar el polinomio interpolador trigonométrico. 
26. Para la función y = f (z) definida sobre el intervalo (0, 1) 
y representada en forma de la tabla de valores y, = f (z4): 


k 


ols[a]s[<]s 


Th 


0 | 1/6 1/3 | 4/2 | 2/3 | 5/6 


formar un polinomio trigonométrico cuyo orden no sea inferior al 
segundo. 


CAPITULO VIII 
Derivación e integración numéricas 


$ 8.1. Planteamiento del problema y fórmulas 
elementales de la derivación numérica 


Al resolver muchos problemas prácticos surge la necesidad de 
obtener los valores de las derivadas de diferentes órdenes de la fun- 
ción f, representada en forma de una tabla o de una expresión analí- 
tica compleja. En estos casos es imposible o difícil aplicar directa- 
mente los métodos de cálculo diferencial. Entonces se utilizan los 
métodos aproximados de derivación numérica. 

Las expresiones elementales para las derivadas se obtienen como 
resultado de derivación de las fórmulas de interpolación. 

Ahora bien, examinemos el problema siguiente. Sobre la red 
aL <<. < Zn <b en los nodos z; se dan los valores 
fi de da función f continuamente derivable n +1 + m veces, Se 
necesita calcular A derivada [0 (2*), 2* € [a, b) y estimar el error. 

Uno de los métodos posibles de resolver este problema consiste 
en lo siguiento. Vamos a construir para la función f sobre los nodos z; 
(i = Ô, 1, ..., n) el polinomio interpolador con el término residual 


Rn. así que 
f (2) =P, (2) + Rn (2). (1 
Derivemos los miembros primero y segundo de la relación (1) m 
veces y pongamos z = 2%: 
JO) (2*) = PE (2%) + RE (e). (2) 
Para funciones bastante suaves, o sea, para funciones con derivadas 
restringidas, suficiente cantidad de nodos y suficiente exactitud de 
los cálculos la magnitud RW (2*) es pequeña y Pf" (x*) es una 
buena aproximación para [0 (2*), así que se puode poner 
10 (2) = PP (2). 8) 
En los cálculos prácticos la derivación numérica resulta muy sen- 
sible a:los erroresen la información inicial, a la supresión de los 
términos de la serie y a otras operaciones semejantes. Además, una 
alta exactitud de interpolación [pequeñez de R, (x)] no garantiza, 
en absoluto, una alta exactitud de la fórmula do interpolación para 
las derivadas [pequeñoz de R{® (x)]. Por eso la derivación numé- 
rica ha de aplicarse con cuidado y, por lo general, para pequeños m. 
Teniendo en cuenta lo dicho, así como el hecho de que el cálculo 
de derivadas superiores puede ser reducido al cáleulo sucesivo de las 
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derivadas inferiores, consideremos con más detalles la obtención 
de las fórmulas de cálculo para f’ y f” en los nodos de una red uni- 
forme. Para obtener las derivadas en los puntos nodales es con- 
veniente utilizar el polinomio interpolador de Stirling y su término 
residual [véanse las fórmulas (5) y (6) del $ 7 8]. Así, derivando el 
polinomio de Stirling y su término residual respecto a z y suponiendo 
z2* = r (t* =0), obtenemos las siguientes expresiones para la 
derivada: 


Feds pit (k=), w 
fys (mit) e =). (5) 


Derivando el polinomio de Stirling dos veces respecto a x y cal- 
culando el valor de la segunda derivada en el punto z* = zy, tenemos 


== Lore (k=1), (6) 
1) (Ah) qe =). m 


Para calcular la derivada exactamente en el centro entre los nodos 
*=2z ++ se emplea el polinomio de Bessel. En este caso las 
fórmulas correspondientes para la derivada tienen la forma 


r (+4) Ei e (k=), (8) 
r (+4) =F (f= hn) + pe (k=2). (9 


Representan interés práctico también las así llamadas fórmulas 
de derivación unilateral que permiten calcular f' (xp) por los nodos 
t¡=2% + ih ((=0,1,...,k,... o bien 1=0, —4, ... 
+... —k, ...). Es cómodo construir estas fórmulas con ayuda de: 
los polinomios interpoladores primero y segundo de Newton. 

Derivando el primer polinomio de Newton respecto a æ y calcu- 
lando el valor de la derivada en el punto z = x, (t= 0) para k =4 
y k = 2, obtenemos, respectivamente, las siguientes fórmulas 


P (z) =F Aft FM, (10) 

7 4 4 1 
T d= (Ah Ep) + Mae. (1) 
Análogamente, derivando el segundo polinomio de Newton, para 

k = —4 y k = —2 tenemos, respectivamente, 
1 ()=HVhtzMó, (12) 
» 1 

P= (Vht g Vo) + Ma. a3) 
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$ 8.2. Particularidades de la derivación numérica 


Escribamos una vez más todas las fórmulas de segundo orden, 
expresando directamente por los valores de la función f; las diferen- 
cias finitas que forman parte de ellas. De las relaciones (4), (6) y (8) 
del $ 8.1 tenemos 


e) =i ae, 0 
r (2) = bhetha + Mi p, 2) 
7 (atr) th. a 
Las relaciones (11) y (13) del § 8,1 dan, respectivamente, 
1) =i (8o 41) 218, (4) 
1) =$ Olaf) e (5) 


De las fórmulas anteriormente citadas se ve que con la disminu- 
ción del paso de la red disminuye también el error del método. No 
obstante, si los valores de la función f; se dan aproximadamente, 
por ejemplo con ignal error absoluto e, entonces al utilizar las fór- 
mulas de derivación numérica el error total contendrá un sumando 
adicional, inversamente proporcional a h” (m es el orden de la deri- 
vada). Por eso es racional disminvir h sólo en determinados límites. 

Ilustrando lo dicho, consideremos el segundo miembro de la 
fórmula (3). Su error total constituye 


M 2 
At. (6) 


Igualando A” (h) a cero, obtenemos el punto del extremo de la 
función A k): 
= 3 292.91 
h= T~“ 2,9 Tí: (7) 


Puesto que A” (k) > 0, entonces ko es el punto del mínimo A (A), 
con la particularidad de que 


33/13 yA 
A(h)=3 Y 3 M3? = VMg. (8) 
Esta relación significa, en particular, que para ningún h se puede 


garantizar que el error del resultado sea la magnitud o (e3). 
Análogamente, de la fórmula (2) para el paso óptimo obtenemos 


la expresión 
ES SFE 
m=2/ i eV Tr (0) 
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y de las fórmulas (4) y (5), la expresión 


SL E TD 
m=V m8 i (10) 
Ahora bien, al calcular las derivadas es necesario determinar pre- 
viamente el paso óptimo de la tabla inicial de valores fi. 
Ejemplo 1. Calcular f' (1,6) y f” (1.4) para la función f = ln z 
representada en forma de la tabla siguiente: 
z | 1,2 1 1,3 | 4,4 i 1,5 | 4,6 


£ | 0,1823 | 0.2626 | 0,3363 | 0,4054 | 0,4700 


que contiene los valores f; con todas las cifras justas en un amplio 
sentido. Estimar el error del resultado. 

A Para calcular las derivadas requeridas apliquemos las fórmu- 
las (5) y (2), respectivamente. Entonces, utilizando las igualdades 
(10) y (9). así como los datos iniciales, obtenemos los valores signien- 
tes para el paso óptimo: 


w=] ET w01 al calcular f’ (1.6) 


EPA 
ho = VEEzoz al calcular f” (1.4). 


Puesto que los datos tabulares no permiten elegir en calidad de paso 
0,22, tomamos por kg el número más próximo posible 0,2. Por con- 
siguiente 

f (1,6) == (3-0.4700—4-0,4054 4+ 0,3364) =0,624, 
con la particularidad de que el error total no supera 


a 0194202 — 0,007 


1(10= -p (0,4700—2-0,3364 +0,1823) = —0,512, 
con la particularidad de que el error total no supera 
2,9 2 4:407 
A=- 027+ un = 0,02. 

Las estimaciones mencionadas del error, por ser, como regla, dema- 
siado aumentadas, videncian, a pesar de lo dicho, que la operación 
de determinación de la segunda derivada es menos fiable que la de 
determinación de la primera. A 

En algunos casos prácticos para determinar la derivada se ropre- 
senta sólo la tabla de valores de la función. Entonces no es posible, 
evidentemente, estimar el error. Los valores aproximados do las 
derivadas se calculan directamente con ayuda de una de las fórmulas 
(4)...(13) del $ 8.1 sin tener en cuenta el error. 
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Ejemplo 2. Calcular f’ (1,3) y f” (1,4) para la función f (zx) repre- 
sentada en forma de la tabla siguiente: 


z | 1,2 [23 [44 145 | 5,6 
y=1(31 0,18) 0,26 | 0,34 | 0,4 | 0,47 


En virtud de las fórmulas (4) y (6) del $ 8.1 obtenemos, respecti- 
vamente: 


1 (1,3) =- 1-3 (0,34—0,26+0,26—0,18) =0,8; 


11.4) = gir (0,41 —0,34—0,3440,26)=—L 4 


$ 8.3. Planteamiento del problemas de integración 
numérica 


Supongamos que se necesita calcular la integral 


b 
1= | 1(a)ds. (1) 


Del curso de análisis matemático se sabe que para una función f, 
continua sobre el segmento [a, b), la integral (1) existe y es igual a la 
diferencia entre los valores de la primitiva F para la función f en los 
puntos b y a: 

b 
T $ j (2) dz = F (b)—F (a). (2) 


a 


Sin embargo, en la mayoría aplastante de los problemas prácticos 
no se logra expresar la primitiva por las funciones elementales. 
Además, la función f se representa con frecuencia en forma de la 
tabla de sus valores para determinados valores del argumento. Todo 
esto da lugar a que se apliquen los métodos aproximados de cálculo 
de la integral (1), los cuales pueden ser subdivididos, convencional- 
mente, en análiticos y numéricos. Los primeros consisten, de hecho, 
en la construcción aproximada de la primitiva y utilización poste- 
rior de la fórmula a. En cambio, los segundos permiten hallar 
inmediatamente el valor numérico de la integral, basándose en los 
valores conocidos de la función subintegral (y, a veces, de sus deri- 
vadas) en los puntos dados que se llaman nodos. En este capítulo 
examivaremos sólo los métodos numéricos de integración de las fun- 
ciones. El mismo proceso de determinación numérica de la integral 
se denomina cuadratura y las fórmulas correspondientes, fórmulas de 
integración numérica (fórmulas de cuadratura). 

Según sea el método de representación de la función subintegral 
examinaremos dos casos de integración numérica, diferentes en el 
sentido de su realización. 
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Problema I. Sobre el segmento la, bl en los nodos z; se dan los 
valores f; de cierta función f perteneciente a determinada clase de F, 
So necesita calcular aproximadamente la integral (1) y estimar el 
error del valor obtenido. 

Así suelo plantearse el problema de integración numérica en el 
caso en que la función subintegral esté representada en forma tabular. 

Problema II. Sobre el segmento la, b] la función f (z) se da en 
forma do una expresión analítica. Se necesita calcular la integral (1) 
con el error máximo admisible prefijado e. 

Uno de los métodos posibles de resolver los problemas enunciados 
se funda en la utilización de diferentes fórmulas de integración numé- 
rica que tienen la forma 


b n 
I= | (adz ~ (b—a) Y Af (e) Sl, © 


i=1 


con el término residual conocido Rp Ifj =1—I, o con su esti- 
mación. 

En el caso general, tanto los puntos nodales z; como los factores 
de ponderación (pesos) A, no se conocen de antemano y se someten 
a la determinación al deducir cada fórmula concreta de integración 
numérica (3), basándose en los requisitos que ésta debe rennir. 

En realidad, el problema de integración numérica es equivalente 
a la estimación del valor medio de la función. Efectivamente, el 
valor medio de la función sobro el segmento [a, bl se determina del 
modo siguiente: 

rē 
A e $ f (2) dz. 
a 


Por eso 
a - 
[ma =6a)7. 


A su vez, la determinación del valor medio de la función es un pro- 
blema estadístico que comprende problemas de muestreo sucesivo 
y de planificación del experimento. Debido a la dificultad que pre- 
senta tal planteamiento de la cuestión, en este capítulo nos limitamos 
a examinar sólo los métodos clásicos de integración numérica basados 
en la previa determinación tanto de los puntos nodales, en los cuales 
debe darse la información sobre la función a integra, como de la 
misma información mencionada. 

Vamos a pasar ahora a los algoritmos de resolución de los pro- 
blemas anteriormente enunciados, 
Algoritmo de resolución del problema I. 

4%. Se elige la fórmula concreta de integración numérica (3) 
y se calcula f,. Si los valores de la función f; se dan aproximada- 
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mente, se calcula de hecho sólo el valor aproximado de 7, para In 
exacto. 


2. Se toma aproximadamente que Z œ% Tp. 

3”. Haciendo uso de la expresión concreta para el término resi- 
dual o de su estimación para la fórmula elegida de integración numé- 
rica, se calcula el error del método 

Ay =|1—I,|=|Rnl. 

4”. Se determina el error de cálculo de Fn: 

A =| In Tal 


utilizando los errores de los valores aproximados f;. 
5”. Se halla el error absoluto completo del valor aproximado f,: 


A=|1—T,1< A + Az 
8”. Se obtiene la solución del problema en la forma 
I=], +A. 
Para las funciones bastante suaves, o sea, para las funciones con 
una variación restringida de las derivadas el error de las fórmulas 


de integración numérica (3) para grandes bastante n es, por lo gene- 
ral, pequeño. Por eso para una exactitud suficiente de los valores 
iniciales f; y para una exactitud suficiente de cálculo de £, se puede 
esperar que /,, será una buena aproximación de 7. En estas conside- 
raciones se basa precisamente el algoritmo siguiente. 
Algoritmo de resolución del problema 1. 

1°. Se representa e en forma de la suma de tros sumandos no 
negativos: 

e = e, + & + ey 


donde e, es el error máximo admisible del método; ez, el error máximo 
admisible de cálculo de /,; €. el error máximo admisible de redondeo 
del resultado. 

2. Se elige n en la fórmula de integración numérica de un modo 
tal que se cumpla la desigualdad 


As jI inl Sl RIS tr 


3 . Se calcula f; con una exactitud tal que al calcular 7, con ayuda 
de la fórmula (3) se asegure el cumplimiento de la desigualdad 


As = | In —Tn |< er 


Es evidente que para eso basta con calcular todos los f; con un 
e 


error absoluto igual a = a 
bo Y 141 
i=1 
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4°. La magnitud 7, hallada en ol subp. 3° se redondea (si e34 0) 


con el error máximo admisible e, hasta la magnitud Jp. 
5°. Se obtiene la solución del problema en la forma 


i=h +8. 


Según ya hemos dicho, las fórmulas de integración numérica, 
utilizadas en los algoritmos de ambos problemas, so construyen sobre 
la base de unos u otros criterios que determinan la posición de los 
puntos nodales y las magnitudes de los factores de ponderación. 
De tales criterios pueden servir: la representación de la integral en 
forma de la suma integral; la aproximación de la función subintegral 
(por ejemplo, por medio de un polinomio) y la integración sucesiva 
de la función aproximativa la exigencia de que la fórmula (3) sea 
absolutamente exacta para una clase determinada de las funciones, 
ete, 


$ 8.4. Fórmulas elementales de integración numérica 


Fórmulas de los rectángulos. Como se sabe, la integral definida 
es, en virtud de su construcción, el límite de las sumas integrales 
b 


n 
Írtodo= lim Y tulo. a 
2 máx he0 Ey 
cada una de las cuales corresponde a cierta partición Dn: Zo = tọ < 
LIL... <E = b del segmento [a, bl y a la colección arbitra- 
ria de los puntos E, € lz;.,, >i para cada partición; hi = i — Liz. 
Limitándose por un número finito de sumandos en el segundo 
miembro de la igualdad (1) y tomando en calidad de colección de 
Es unos u otros valores dol argumento contenidos en los segmentos 
lz:-1, zil se puede obtener diferentes fórmulas de integración apro- 
ximada. Así, tomando por colección de E; los valores de los extremos 
izquierdos o derechos de los segmentos [x;-,, 2], obtenemos, res- 
poctivamente, las jórmulas de los rectángulos izquierdos o derechos 
(h; = 1/n = const): 


b n-1 

1= Í f(e) dz = (60) Y Lal am 2) 
u {=ò 

1= | e)z x (b—a) X £ h= Ta. (8) 
a i=1 


Las denominaciones de estas fórmulas proceden de su interpreta- 
ción geométrica. Si en el plano z0y se construye una curva y = 
= f (x) y se divide el segmento la. b] en n partes por los puntos z; 
de la red D,,, la fórmula de los rectángulos izquierdos dará como valor 
aproximado de la integral el área total de los rectángulos rayados 
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en la fig. 8.1, mientras que la fórmula de los rectángulos derechos 
dará el area total de los rectángulos rayados en la fig. 8.2 
Ejemplo 1. Con ayuda de las fórmulas de los rectángulos izquier- 
3 


dos y derechos calcular + suponiendo n = 4. 
1 


A Conociendo los límites de integración a = 1 y b = 9, encon- 
tramos el paso k = {b — a)/n = 2; entonces de puntos de partición 


Fig. 82 


sirven Za =1,%,=3, 2 = 5, Ta = 7, z, = 9 y los valores de la 
función subintegral f (z) = 1/(x + 2) en estos puntos son tales: 


Yo =Í (t) =1/3 n =f (2) = 15; 
Ya =1 (5) 1T; ya=f (e) =10 m =1 (2) = t4. 
Luego vamos a determinar el valor numérico de la integral, haciendo 
uso de la fórmula (2): 


b= (mtnt m +=? ($+ 


n 


Tan = 


En cambio, si el cálculo de la integral definida se realiza con ayuda 
de la fórmula (3), obtendremos 


Lo ntn tntu = (P+F +G +41) 1,1053. 4 


La fórmula de uso más frecuente basada en la idea de representa- 
ción de la integral definida en forma de la suma integral es la de los 
rectángulos donde por E, se toman los centros de los segmentos 
lz; z;}. Para una red uniforme (k; = h) esta fórmula tiene el aspec- 
to siguiente: 


b n 
Im fdo 0) 
Š 


i=1 


donde fii = f (2-3) y Z=4, In=b. 


Determinemos la expresión para el término residual de la fórmula 
aproximada (4). Con este fin representemos la integral que entra en 
el primer miembro de la relación (4) en forma de la suma: 


b n Xa 
[ræ $ faz. (5) 
a TA 


Suponiendo que la función f (z) es dos veces derivable, o sea f € 
€ C? la, b], escribamos para la funcion f (z) sobre cada uno de los 
segmentos [£;i 21] la fórmula de Taylor con el término residual en 
forma de Lagrange: 
hy2 
(eert) 


f (2)}= fimi + (2, +4) fiat A 


Mi E (Zint T). (6) 


Sustituyamos en el segundo miembro de la relación (5) en vez 
de la función f su representación (6) y ejecutemos la integración, uti- 
lizando el segundo teorema del valor medio de la función: 

b a p 

h ea 
Vo d=0-0 Y harta D Tm 
a isi 


i=1 
ME (zio 2:)- 
En virtud de la continuidad de la segunda derivada existe tal punto 
n € (a, b) que 


rr m= 21m. 


i=1 
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Utilizando esta relación, tenemos definitivamente 


b a 

r bd a 

A AS 
a i=1 

Comparando las fórmulas (4) y (7), óbtenemos la expresión para el 

término residual de la fórmula de integración numérica (4): 


b= w 
Ralfl= IIn = kf" o) (8) 
Así pues, la estimación del error de la fórmula de integración 
numérica (4) puede ser representada en la forma siguiente: 
€ e 1 b. 
Al] 1 460) Y) Eh] rn, 0) 
a ieil 
donde M, = máx | f’ (x) |. 
la, b] 


Las expresiones obtenidas para el término residual (8) y para 
el error (9) muestran que la fórmula (4) es exacta para toda función 
lineal, puesto que la segunda derivada de tal función es igual a cero 
y, por consiguiente, el término residual y ol error también son igua- 
les a cero. 

Mostremos que la estimación obtenida no puede ser mejorada, 
o sea, que existe una función para la cual el error de cálculo de la 
integral con ayuda de la fórmula (4) es exactamente igual al segundo 
miembro de (9). Para esto en calidad de función integrable cónside- 
remos f = 2* y apliquemos a ésta la fórmula (4): 


n 
1 2-1 2 
In=(b—a) J (+42 h) e 
Abriendo paréntesis bajo el signo de la suma y realizando las 
sumaciones necesarias, obtenemos 


baea? hê 
I= 3 (ba) 7. 


Por otro lado, la integración inmediata de la función z? da 


Planteando la diferencia entre el valor exacto de la integral y su valor 
aproximado, para el término residual obtenemos la expresión 


I= = b-a). 


Volviendo a la estimación del error (9) y notando que para la 
función z? la segunda derivada (y, por consiguiente, también M4) 
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es igual a 2, obtenemos para el error el mismo valor 
n 
A= 0—4) 7, 


o sea, la estimación del error (9) se alcanza sobre la parábola y = x*- 
Este resultado puede ser extendido también a una parábola arbitraria 
en virtud de la linealidad de la operación de integración y en virtud 
del hecho de que para las funciónes lineales la fórmula (4) es exacta. 

Es evidente que la estimación (9) no tiene en cuenta los errores 
relaciónados con el cálculo de 7,. El error A, refleja la diferencia 
entre Ja fórmula exacta de Newton — Leibniz y la fórmula aproxi- 
mada (4), o sea, es el error del método. 

Pasemos ahora a examinar la estimación del error del valor apro- 
ximado J,- Si los valores de la función, utilizables en la fórmula de 
integración numérica, han sido obtenidos aproximadamente o si 
por cualesquiera causas los cálculos no pueden ser realizados con 
exactitud absoluta, esto da lugar a que aparezca un error de cálculos 
y errores de redondeo. Supongamos, por ejemplo, que los valores 
11-112 en la fórmula (4) han sido calculados con igual error absoluto e; 
entonces el error total de cálculo 7,, valdrá 


A= (ba) Y) Le=(b—aje. (10) 


i=1 


Nótese una particularidad característica de este error: no depende 
del número de particiones del segmento de integración y es propor- 
cional sólo a su longitud. 

Ejemplo 2. Con ayuda de la fórmula de los rectángulos calcu- 

E dz 
t+z 


lar la integral j , suponiendo n=4. Estimar el error del 
0 


valor aproximado obtenido. 


A Según los límites de integración y el número de particiones n 
determinemos el paso: h = (1 — 0)/4 = 0,25. Luego, en virtud de 
la fórmula (4), tenemos 


102351 ($) ($) + ($) (5) ]- 


Calculando los valores necesarios de la funcion con tres cifras justas 
en sentido estrecho (e = 0,0005), obtenemos 


=0,25 (0,889 +0,727 +-0,615 40,533) =0,691. 


a 
He 
EA 


Estimemos el error del método con ayuda de la fórmula (9) para 
lo cual encontramos previamente el máximo del valor absoluto de la 
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segunda derivada de la función subintegral: 
Ma máx | (TFF) |= máx qi= 
Así pues, el error del método vale 
A, < (1/24)-0,252-2 œ 0,0053. 
Haciendo uso de la fórmuła (10), hallamos el error de cálculo 
A¿ < 1-0,0005 = 0,0005. 


Por lo tanto, como error total del valor aproximado de la integral 
se puede tomar A = A, + A, =0,006 y escribir la respuesta defi- 
1 


nitiva en la forma $ E = 0,691 + 0,006. 


è 
Para comparar citemos algunas cifras del valor exacto de la 
integral calculada: ln 2 = 0,693447 ... A 
Ejemplo 3. Con ayuda de la fórmula de los rectángulos calcu- 
1 
de 
iz 
A Empleando el algoritmo de resolución del problema 1 dado 
en el § 8.3, representomos el error total en forma de la suma de tres 


sumandos: 0,001 = 0,0009 + 0,00005 + 0,00005. Luego elegimos 
n a partir de la condición 


a=% kM, = 2 (22)? 41,50,0009. 


lar la integral $ con exactitud de hasta 0,001. 
My 


Resolviendo esta desigualdad respecto a n, para b — a = 1 y Ma = 
= 2 obtenemos n > 10. 

Hagamos la tabla de valores de la función 1/(x + 1) con cuatro 
cifras justas en sentido estrecho: 


0,05 [0.15 |0,25 [0,35 [0,45 |0,55 |0,65 [0,75 | 0.85 | 0,95 
0,9254] 0.8696] 0,8000] 0,7407] 0,6807] 0,6452] 0,6061] 0,5714] 0,5403] 0,5128 
Utilizando la fórmula de los rectángulos (4), obtenemos 


Lio = 0,1 (0,9524 -+ 0,8696 + 0,8000 + 0,7407 + 0,6897 + 
+ 0,6452 + 0,6061 + 0,5714 + 0,5405 +- 0,5128) = 0,69284. 


Redondeando el resultado obtenido, tenemos Z = 0.6928 + 
+0,001. A 

Fórmula de los trapecios. Vamos ahora a examinar otro método 
de construcción de las fórmulas de integración mumérica, relacionado 
con la aproximación de la función subintegral por medio del poli- 
nomio interpolador. Consideremos el caso elemental de aproximación 
por el polinomio de primer grado con los nodos presentes en los 
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puntos a y b: 
I= FE 01 (01 +(20) (20) EL; 


NE(a, b). 


Integrando los miembros segundo y primero de esta igualdad y 
utilizando el segundo teorema del valor medio de la función al inte- 
grar el último sumando del segundo miembro, obtenemos 

b 

è— ESA 
110410 rm; nEle D). 
a 

Ahora bien, suponiendo que el segmento de integración es peque- 
ño, obtenemos la fórmula de integración numérica llamada fórmula 
de los trapecios: 

b 
b 
I= f jedz == OSE (1) 


a 


con el término residual 
R i=I -h= GE (M; nela, b). (12) 


Utilizando la expresión (12) para el término residual, la esti- 
mación del error de la fórmula de integración numérica (11) puede ser 
representada en Ja forma 


b 
A=|( pæ r -25A 0a o EM a3) 
2 12 


donde M¿= máx | f” (2) |. 
la, b] 


Las expresiones obtenidas para el término residual (12) y para el 
error (13) muestran que la fórmula de integración numérica (11) 
es exacta para todas las funciones lineales, puesto que la segunda 
derivada de tales funciones es igual a cero y, por consiguiente, son 
iguales a cero el término residual y el error. 

De un modo análogo a como se ha hecho para la estimación (9) 
podemos mostrar que la estimación (13) también es inmejorable, 
puesto que se alcanza sobro una parábola arbitraria. 

Cuando el cálculo se hace con ayuda de la fórmula (11), la esti- 
mación del error de cálculo para el caso en que los valores de la fun- 
ción están determinados con igual exactitud e tiene la forma 

ba 


A, <= (e+e) =(b—a)e. (14) 


Nótese que los errores de cálculo de las fórmulas de integración 
numérica (11) y (4) son iguales. 
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Ejemplo 4. Con ayuda de la fórmula de los trapecios calcular 
1 

la integral $ hh. Estimar el error del valor aproximado obte- 
v 


nido. 
A En virtud de la fórmula (11) tenemos 


I = 0,5 if (0) + (1)). 


Calculando los valores necesarios de la función, obtenemos 


1 
de g 
f Ls 20,5(1 40,5) =0,75. 
Estimemos el error del método con ayuda de la fórmula (13), 
utilizando el valor M = 2, obtenido en el ejemplo 2 


Aasi æ 0,17. 


Es evidenle que el error de cálculo es igual a coro, ya que los 

valores de la función e 7, están determinados con exactitud absoluta. 
1 

de _ 

JF 

Nótese que en el ejemplo 4 hemos obtenido una solución menos 
exacta que en el ejemplo 2. Sin embargo, no se debe sacar conclu- 
siones apresuradas, ya que la utilización de la fórmula de los trape- 
cios en el ejemplo 4 tiene también algunas ventajas. En primer 
lugar, si la función subintegral está representada en forma de una 
tabla de los valores que ella tiene en los nodos x;, para utilizar la 
fórmula de los rectángulos es necesario determinar los valores que 
esta función tiene, además, en los puntos z; + Ř/2, lo que origina 
dificultades adicionales e introduce un error adicional. En segundo 
lugar, en el ejemplo 4 los valores de la función subintegral han sido 
calculados sólo en dos puntos, mientras que en el ejemplo 2 este 
cálculo ha sido realizado en cuatro puntos, lo que, desde luego, ha 
exigido un mayor tiempo. 

Los razonamientos citados muestran que la validez de la fór- 
mula de integración numérica se determina no sólo por la forma de 
su término residual (o del error) sino también por otros factores, 
por ejomplo por el tiempo de cálculo. 

Otros tipos de fórmulas de integración numérica. Consideremos 
un método más de construir las fórmulas de integración numérica, 
por medio del cual la integral se representa como combinación lineal 
de los valores que la función subintegral y sus derivadas tienen en 
algunos nodos x;, con la determinación sucesiva de los coeficientes 
desconocidos (de los factores de ponderación). 


Así pues, finalmente lenemos f 0,75 + 0,17. A 
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Supongamos, por ejemplo, que construimos la fórmula de inte- 
gración numérica que tiene el aspecto siguiente: 


b 


$ $ (x) de ~ (b—a) [Af (a) + Aaf (b) + Ag" (0) +A F (9). (15) 


n 


Determinemos los factores de ponderación A; (i = 1, 2, 3, 4) 
de manera que la fórmula (15) sea exacta para polinomios arbitrarios 
de grado nulo, primero, segundo y tercero. Puesto que las.opera- 
ciones de integración y derivación son lineales, esta condición será 
cumplida siempre que ella se cumpla para los polinomios 1, x,a?, z. 

Sustituyendo estos polinomios en vez de f (z) en la relación (15), 
a condición de que ésta se curopla exactamente obtenemos el siguiente 
sistema de ecuaciones lineales respecto a Ay: 


(41+4.=1, 
24, + bA, + AsH A => (445), 
A, + bA, + 20.4, 4204, = 5 (A +ab+ bè). 

| CA, +94, + 302A, + 3034, =L (Hab ab? b3), 


Resolviendo este sistema, encontramos 
Ar =4¿=1/2 A= —A, = (b — a)/12. 


Ahora bien, la fórmula buscada de integración numérica tiene 
el aspecto 


b 
=f f(z) dza (b—a) [ELLO e—a) Hi] = h. (16) 


a 


Hallemos la expresión para el término residual de esta fórmula. 
Representemos la función integrable en forma de la suma del poli- 
nomio interpolador de Hermite de tercer grado con dos nodos dobles 
a y b y del término residual, y luego integremos los miembros segundo 
y primero de esta representación sobre el segmento la. b]: 

b b b 

—a)? (z—b)? m - 

| 1623024 Hs(a) da | LEIA pv (dr; ela, b). 

a 2 a 

El primer sumando del segundo miembro da el segundo miembro 
de la fórmula de integración numérica (16) en virtud del hecho de 
que esta fórmula es exacta para todos los polinomios de tercer grado 
y, por consiguiente, también para el polinomio de Hermite H 4 (z). 
El segundo sumando del segundo miembro da la expresión para el 
término residual de la fórmula (16). Utilizando el segundo teorema 
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del valor medio de la función y cumpliendo la integración, obtenemos 


Raif =I— 1, = LE fa); nela d). (17) 


La expresión obtenida para el término residual permite escribir 
la estimación del error de la fórmula de integración numérica (16) 
así: 


A=|1=L1< az Mu (18) 


donde M, = máx | f1Y (z) |. 
fa, bj 


La estimación (18) es inmejorable, ya que se alcanza con el poli- 
nomio arbitrario de cuarto grado lo que no es difícil demostrar de 
un modo análogo a como se ha hecho para la estimación (9). 

Para estimar el error de cálculo del resultado obtenido con ayuda 
de la fórmula (16) supongamos que los valores de la función se dan 
con exactitud e, y los valores de las derivadas, con exactitud e). 
Entonces el error de cálculo vale 


4,<(0—aje + Lo a. (19) 


Ejemplo 5. Con ayuda de la fórmula de integración numérica (16) 
1 

calcular la integral $ > Estimar el error del valor aproxi- 
v 


mado obtenido. 
A Calculando los valores necesarios de la función subintegral y 
de sus derivadas còn ayuda de la fórmula (16), encontramos 


Lt (49A 1.402) = 0,6875. 


Haciendo uso de la fórmula (18) estimemos el error del método, 
para lo cual determinemos previamente el máximo del valor absolu- 
to de la cuarta derivada de la función subintegral M, = 24: 


ASH" 2 ~ 0,034 


El error de cálculo es, evidentemente, igual a cero, ya que los va- 
lores de la función y de las dorivadas están calculadós con exactitud 
absoluta, 

Ahora bien, redondeando los valores aproximados de la integral 
y del error, finalmente obtenemos 

1 


di 
f Ter = 0694+ 0,004 A 


Hasta ahora en todas las fórmula de integración numérica exa- 
minadas los nodos de cuadratura estaban fijados de antemano, Va- 
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mos a considerar ahora el caso cuando la posición de todos los nodos, 
así como todos los factores de ponderación sa suponen parámetros 
libres. Para que los cálculos sucesivos no sean demasiado complica- 
dos, pero al mismo tiempo no completamente triviales, buscaremos el 
valor de la integral en la forma 

b 

$ 12) z= (0—8) 14i} (2) +40) (E) (20) 


a 


Con el fin de determinar los cuatro parámetros libres A,, Az, %, Y 
z exijamos que la fórmula (20) sea absolutamente exacta para todos 
los polinomios de grados nulo, primero, segundo y tercero, Puesto 
que la operación de integración y el segundo miembro de la relación 
(20) son lineales, con el fin de que la fórmula de integración numéri- 
ca (20) son lineales, con el fin de que la fórmula de integración numé- 
rica (20) sea exacta para todos los polinomios de tercer grado es ne- 
cesario y suficiente que sea exacta para las funciones 1, z, x°, 2. 
Por consiguiento, han de cumplirse las relaciones 


( 4+ 4=1, 
| 141 + 2.4 =g 40). 


1 


GA +A g++), 


A +04 (0400408403), 


que son un sistema no lineal de ecuaciones respecto a los parámetros 
a determinar zi, Zg, Ay, Ay. 
La solución de este sistema es así: 


bta ba i bte b-a, i ; 
E D 


Así pues, la fórmula de integración numérica (20) toma el aspecto 
siguiente: 


q 


b 


1 fode E PS Ls 75) i 


bja | ba 1 ra; 2 
+11 E g7) j= (22) 
Las fórmulas de tal tipo, cuando no sólo los factores de pondera- 
ción sino también los nodos no se fijari de antemano, se llaman 
fórmlas gaussianas. i 
Determinemos la expresión para el término residual de la fórmula 
(22). Para esto representemos la función integrable en forma de la su- 
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ma del polinomio interpolador de Hermite de tercer grado con dos 
nodos dobles z, y z}, que se determinan por las relaciones (21), y 
del término residual. Integrando los miembros segundo y primero 
de esta representación sobre el segmento la, b], obtenemos 


b 
Maa, m w 
fr dz = [aces j EE i dz; 7 Ela, b) 

El primer sumando del segundo miembro dará el segundo miem- 
bro dela fórmula de integración numérica (22), puesto que esta fór- 
mula es exacta para todos los polinomios de tercer grado y, por 
consiguiente, también para H, (z). El segundo sumando del segundo 
miembro dará el término residual de la fórmula (22). Utilizando el 
segundo teorema del valor medio de la función y ejecutando la inte- 
gración, tenemos 


RN=1=1= LE m nel, b) (23) 


Por lo tanto, la estimación del error se expresa por la rolación 


=11-1 SEM, (24) 
donde M, = mar (Dl. 
la. DJ 


La estimación obtenida es inmejorable, ya que se alcanza sobre 
un polinomio arbitrario de segundo grado, lo que no es difícil mostrar 
por los cálculos directos como lo hemos hecho para la estimación 


Si en la fórmula (22) los valores de los nodos están determinados 
con exactitud práctica y los valores de la función, con el error abso- 
luto e, entonces para el error de cálculo al utilizar la fórmula (2) 
obtendremos la misma expresión que para el error de cálculo al uti- 
lizar las fórmulas (4) y (11). 


A< (b — a) e. (25) 
Ejemplo 6. Con ayuda, de la fórmula de integración numérica 
(22) calcular la integral [e == . Estimar el error del valor apro- 


ximadó obtenido. 


A Ante todo determinemos los nodos de la fórmula de integra- 
ción numérica: 


a=+ (1 y Pi 
=> (1 +)= =0,7886751 . 


23% 355 


Ahora, calculados los valores necesarios de la función integrable 
con oxactitud hasta tres cifras justas en sentido estrecho, hagamos 
uso de la fórmula (22): 


(42 a -L (0,826 + 0,559) — 0,6925. 


Vamos a estimar el error del método con ayuda de la fórmula (24), 
para lo cual utilizamos el valor máximo absoluto de la derivada cuar- 
ta M, = 24, valor hallado en el ejemplo 3: ` 


AS 24 ~ 0,0056. 


El error de cálculo puede ser hallado con ayuda de la fórmula (24), 
teniendo en cuenta que la exactitud de cálculo de los valores de la 
función integrable es igual a 0,0005, 

Ahora bien, el error total es A = A, + A, = 0,0061. 

Por último, redondoando el valor aproximado de la integral, 


de 599 + 
\ TF =0,692 + 0,007. a 
El objetivo principal del presente párrafo consiste en mostrar, 
citando ejemplos sencillos, cómo se deducen las diferentes fórmulas 
de integración numérica. Claro está que hemos considerado no todos 
los métodos de construcción de las fórmulas. Al mismo tiempo los 
ejemplos citados son característicos, así que, utilizándolos, se puede 
“construir una fórmula concreta de integración numérica que sea la 
que más corresponde al problema práctico dado. 


finalmente tenemos f 


§ 8.5. Fórmulas de integración numérica de Newton— Cotes 


En este párrafo vamos a considerar las fórmulas de integración 
numérica que tienen una estructura más complicada. Los métodos de 
integración numérica examinados hasta ahora eran los de interpola- 
ción, incluyendo, en cierto sentido, también las fórmulas de los rec- 
tángulos. Esto quiere decir que la función subintegral se aproximaba 
por medio del polinomio interpolador. Si la función integrable es 
bastante suave y cl segmento de integración es finito, se pueden obte- 
ner resultados buenos. Por otro lado, es difícil suponer que se alcan- 
ce una buena aproximación de la función integrable si la misma fun- 
ción o sus derivadas de bajos órdenes tienen particularidades. En ta- 
les casos es conveniente representar la función subintegral como pro- 
ducto de dos factores: p (x=) f (z) que deben poseer las tres propiedades 
siguientes. En primer lugar, el factor ponderal p (zx) debe reflejar to- 
das las peculiaridades de la función integrable, En segundo lugar, 
los momentos 

b 
m= | (5) zaz (k=0,1,...) (1) 


a 
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donde [a, b] es el segmento de integración, deben calcularse analíti- 
camente. En tercer lugar, el error de aproximación de la función 
f (z) por medio del polinomio debe ser pequeño. 

Pasemos ahora a construir las propias fórmulas de integración 
numérica, Vamos a construirlas en la misma forma que antes: 


b n 
I= | p(z)j (e) dz ~ Y Aja 2) 
a i=i 


Como ya hemos mencionado, en el caso general la fórmula (2) tiene 
2n parámetros libres, que son los nodos de la cuadratura x; y los fac- 
tores ponderales A;. Supondremos fijo el número n, La elección 
de los parámetros libres se determina por los requisitos que debe re- 
unir la fórmula de integración numérica según las condiciones del 
problema práctico. Tales requisitos pueden ser, por ejemplo, la exac- 
titud máxima posible, de error de cálculo mínimo, la fija- 
ción de algunos (y posiblemente de todos) factores ponderales o de 
los nodos de cuadratura. 

Comencemos con un caso relativamente simple cuando los nodos 
están determinados de antemano y se puede variar sólo con la elec- 
ción de los factores ponderales 4;. La idea de las cuadraturas de intor- 
polación consiste en lo siguiente. Aproximemos la función f por me- 
dio del polinomio interpolador en la forma de Lagrange de grado 
n — 1 respecto de n nodos diferentes zr: 


F() = Lu (2) + Ra- (a). 


Integremos los miembros segundo y primero de esta igualdad sobre 
el segmento la, b], multiplicándolos previamente por la función pon- 
derante p (x): 


b > b 
| p()j (a) de= È p (2) Lui (a) de+ | ple) Ras (2) dz. (8) 


Transformemos el primer sumando del segundo miembro de esta ro- 
lación. Para esto sustituyamos en vez de £,., su expresión explícita 
y cambiemos de lugar las operaciones de integración y de sumación: 


b a b 
= (2) 
Jona da 3 o A 
a m a 
Aquí Or- (2) = Ú (2 — 25). El primero de los factores que entran 


k=l 
bajo el signo de suma es el coeficiente numérico que es proporcional 
a la longitud del segmento de integración y depende sólo de la dispo- 
sición de los nodos y de las propiedades de la función p (x) (pero no 
de la función f). 
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Suponiendo ahora que el segundo sumando del segundo miembro 
de la relación (3) es pequeño, obtenemos la fórmula aproximada de 
integración numérica (2) con los nodos z; dados y con los coeficientes 
A; que se determinan del modo siguiente: 


v 


A= rt So A N de (i=4, 2... n). 6) 


a 


La fórmula de integración numérica (2) construída de este modo se 
lama fórmula de interpolación. ` 

Pasemos a estimar el error de la fórmula (2) con los coeficientes 
(5). Para esto vamos a integrar el término residual de la fórmula de 
interpolación Rp- (1) = 2 en) Çi). Sustituyendo la expresión 
dada para R,-, (£) en el segundo sumando de la igualdad (3), obtene- 
mos 

4 € = 
Ra lfl= LL = | 00) 0,1 (0/0 (de; Ela d). 


a 


Si la función f tiene la derivada continua de orden n sobre el seg- 
mento de integración y el producto p (z) ©n (z) conserva sobre el 
mismo segmento el propio signo, para el término residual se puede 
obtener la expresión siguiente: 

è 
m y 
Rralti= LL È peons (2) des nela b) 6) 


a 


Por consiguiente, la estimación del error de la cuadratura toma la for- 
ma; 


b 
acie | oonde], m 


nl 
2 


dondo M, = máx | / (2) |. Para las condiciones anteriormente 
i aat] ai ; E 
indicadas la estimación obtenida es inmejorable. 


En cambio, si el producto p (2) ©n -, (z) no conserva el signo sobre 
el segmento de integración, en esto caso se obtiene sólo una estima- 
ción muy aproximada del error 

b 
Ma 
eS oon) | dz 
y 
la cual puede estar lejos de la óptima. Por eso en los casos semejantes 
se utilizan otras consideraciones al construir una expresión explícita 
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para el término residual y para el error. Examinemos más abajo uno 
de tales procedimientos al estudiar la fórmula de Simpson. 

Ejemplo 1. Construir la fórmula de integración numérica (2) 
para el segmento [—1, 1) con los nodos z, = =i, z= 0,2, = 1 
y con la función ponderante p {z) = (1 — y NA, 

A En realidad, es necesario determinar los coeficientes A; (i = 

= 1,2, 3) de la fórmula (2). Utilizando la expresión (5) para los coe- 
ficientes buscados, tenemos 


A 
< (le), de _a, 
21 E Vez i 
t 
va | E4961 dex. 
2 | eron y = mT 
1 
E GAN) de a 
diia (reno MERA 


Ahora bien, la fórmula buscada tiene el aspecto 
pi 


10) HE 2 Y0 a 
yen 4 


-1 


Ejemplo 2. Construir la fórmula de integración numérica (2) 
para el segmento [0, 1] con los nodos z, = 0, z, = 0,5, 1 =1 y 
con la función ponderante p (z) = ln z. 

A Al igual que en el ejemplo precedente, haciondo uso de la fór- 
mula (5), determinemos los coeficientes: 


(20,5) (2-0 17 


As 


dz 


laz 05) 0-1) En 


(0,50) (0,5—1) 


(140) (10,5) 36 


j 
1 

A E E 
5 
1 
f (2-0) (2—0,5) a 1 
v 


Así pues, 
1 
F 1 
f ln z f (2) de ~ — y 1474 (0) + 207 (0,5)— 4 (1)1- A 
` 
Nótese las particularidades características de los ejemplos consi- 
derados. En el ejemplo 1 los nodos dispuestos simétricamente y la 
paridad dela función ponderante respecto al centro dol segmento han 
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conducido a la simetría de los coeficientes de integración numérica. 
En el ejemplo 2, a pesar de la simetría de los nodos, la simetría de los 
coeficientes está alterada lo que es consecuencia de la falta de sime- 
tría (de paridad) en la función ponderante. 

- En los cálculos prácticos representa especial interés el caso cuando 
los nodos de la fórmula de integración numérica se dan en forma de 
puntos equidistantes del segmento [a, b] : z; = a + (i — 1) h (i = 
= 1,2, ..., n) y la función ponderante p (z) es idénticamente 
iguala la unidad. Con tales suposiciones la fórmula (2) puede trans- 
formarse así: 


b n 
| Fiada ~ (b—a) Y) Hifi- 8) 
a =i 


Para diferentes n obtenemos diferentes fórmulas de integración 
numérica de Newton-Cotes. Los coeficientes H,, llamados coeficientes 
de Cotes, se determinan por la relación (5): 


n 


-m (apt EA) A) j, 
Hi= A ar | qn dt; (9) 


n>i; i=1,2,...,.2; 0Ol=1. 


Estos coeficientes poseen las siguientes propiedades, útiles para 
calcnlarlos, 

4%. Los coeficientes simétricos (primero y n-esimo, segundo y 
n —4, ...) son iguales entre st: 


Hi = Harris 


O Reemplacomos en la expresión (9) i por n-+1— i: 
n 
(y (6-4) (69) 
M1) (n= G— DI ) in-1+:i de. 
Pasando bajo el signo integral a una nueva variable g = n +41 —t 
y realizando transformaciones poco complicadas, obtenemos 


n 


at o LO 
Da e-a f quí dq 


Hna > 


lo que coincide con la expresión (9) para los coeficientes H; MW 
2°. La suma de todos los coeficientes es igual a la unidad: 


O La validez de esta propiedad se deduce inmediatamente de la 
fórmula (8), si se pone f (z) = 1, puesto que el término residual de 
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esta fórmula, determinado por la expresión (6), es igual a cero cuan- 
do f (z) = 1, E 

En la tabla 8.1 se dan los valores de los coeficientes de Cotes para 
n = 2, 3, 4,5, 6. 


Tabla 8.1 


2 1/2 1, 

3 1/6 4/6 4/6 

4 1/8 3/8 3/8 1/8 

5 7/90 32/90 12/90 32/90 7/90 


6 | 19/288 | 75/288 | 50/288 | 50/288 | 75/288 | 19/288 


Examinemos con más detalles un importante caso particular de la 
fórmula de integración numérica (8), el cual se obtiene para n = 3. 
Con el fin de construir esta fórmula se podría utilizar los datos de la 
tabla 8,1, No obstante, en calidad de ejemplo realicemos los cálculos 
correspondientes. Aplicando la fórmula (9), obtenemos 

3 
19 
n=. f ((—2) (t—3) d= 
1 


Luego, utilizando las igualdades (10), encontramos 
H, = H, = 1/6, H,=1 — (H, + Ha) = 2/3. 


Ahora bien, la fórmula buscada de integración vumérica, llama- 
da fórmula de Simpson, tiene el aspecto 


b 
1= | podr x #7 [Fa (2) HE (4 


Esta fórmula en virtud de su construcción (en virtud de la aproxi- 
mación de la función subintegral (por medio del polinomio de segun- 
do grado) es exacta para todos los polinomios de grados nulo, prime- 
ro y segundo. Se podría probar a obtener la expresión para el tér- 
mino residual utilizando inmediatamente la relación (6). Sin embar- 
go, la fórmula de Simpson posee la así llamada propiedad de exacti- 
tud elevada que consiste en que es exacta no sólo para los polinomios 
de segundo grado sino también para los de tercer grado. En virtud 
de la linealidad de la operación de integración para demostrar esta 
afirmación es suficiente establecer la igualdad exacta de los miembros 
primero y segundo de la fórmula (11) para el polinomio elemental de 
tercer grado x*. En efecto, calculando el primer miembro de la fór- 
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mula (11) para f = 2%, tenemos 
b 
OS 
2 


Por otro lado, calculando el segundo miembro de la fórmula (11), 
obtenemos 


biat 


4 


rE aré += na, 


lo que se trataba de demostrar. 

Hagamos uso de la afirmación demostrada para construir el tér- 
mino residual de la fórmula de Simpson. Representemos la función 
j como suma del polinomio interpolador de Hermite, con nodos sim- 
ples a y b y con un nodo doble (a + b)/2, y del término residual: 


(0-04 (3%) y ED; Tela, b). 


Vamos a integrar los miembros segundo y primero de esta igualdad 
sobre el segmento la, b]. En virtud de lo recién demostrado la inte- 
gral del polinomio de Hermite dará el segundo miembro do la fórmu- 
la (14) y la integral del segundo sumando, el término residual de esta 
fórmula 

Ra =I -r= LE h: Ela, b) (12) 
i Por consiguiente, la estimación del error puede ser escrita en la 
orma 


b-a 2 

ASI IS GE Ma, (13) 

donde M, = máx | fIV (2)]. Esta estimación es inmejorable, 
le, è 


puesto que so alcanza, por ejemplo, en la función f = 2%, 


Ejemplo 3. Con ayuda de la fórmula de Simpson calcular la 
1 


integral f E. Estimar el error del valor aproximado obtenido. 
v 


A Calculando los valores necesarios de la función subintegral en 
los puntos x, = 0, z, = 0,5 y z = 1, los sustituimos en la fórmu- 
a (14): 


T,=-+ (14 4-0,6674-0,5) = 0,6047. 


Teniendo en cuenta que M,= máx | ( j" y utili- 
$0. 1] 


1 
1+ 
zando la fórmula (13), para el error del método obtenemos 
4,<0,0084. 
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Hallamos el error de cálculo 
A: <$ (0 +4-0,0005 + 0) = 0,00034. 


Sumando los errores y redondeando cl resultado, finalmente 
1 


dr 
TF? 


La propiedad de exactitud elevada, descrita anteriormente, la 
poseen todas las fórmulas de integración numérica del tipo (8) cons- 
truidas con un número impar de nodos. Esta propiedad es consc- 
cuencia directa de la «simetría» de la cuadratura, o sea, de la igual- 
dad delos coeficientes simétricos M; = Hn +1-¿ y consecuencia direc- 
ta de la linealidad de las operaciones de cálculo de los valores de la 
Función y de las de integración. Para obtener una estimación preci- 
sada del término residual de tal fórmula es necesario aproximar la 
función subintegral por e] polinomio interpolador de Hermite con 
doble nodo central. 

Relornando a la fórmula de integración numérica (2), se puede 
afirmar que para los coeficientes simétricos (4; = Ar 4,-1) y para la 
función ponderante par esta cuadratura construida sobre 2% -+ 1 
nodos es exacta para todos los polinomios de grado 2% + 1, puesto 
que es exacta para toda función f que sea impar respecto al centro dol 
segmento deintegración. En efecto, por un lado, para tales funciones 
b 


obtenemos f =0,.695 +0,01. A 


2k4l 
$ (x) f (z) dz =0 y por el otro, 2 Aifí =0 en virtud de la 
pa 
simetría de A; y de la impatidad de f. 
Ejemplo 4. Utilizando la fórmula de integración numérica cons- 
Vies 
el error. 
A Calculamos los valores necesarios de la función f = cos «: 


cos (—4) = 0,540; cos 0 = 1; cos 1 = 0,540. Sustituyendo estos va- 
lores en la fórmula de integración numérica, tenemos 


y ostimar 


truida en el ejemplo 1, calcular la integral $ 


=1 


í cossdr 
A yiz 


Ahora encoutramos la expresión para el tórmino residual de la 
fórmula de integración numérica escrita en el ejemplo 1. Puesto que 
la función ponderante es par y los nodos son de disposición simétrica 
y su número es impar, esta fórmula posce la propiedad de exactitud 
elevada, o sea, es exacta para todos los polinomios de tercer grado. 
Por eso de un modo análogo a cómo lo hemos hecho para la fórmula 
de Simpson, utilizando el polinomio interpolador de Hermite con el 
nodo central doble z, = 0, obtenemos la siguiente expresión para el 


(0,540 + 2-1 40,540) =2.419. 
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término residual: 


1v z Ee a 
RAS EA O ne, 1. 


H 


Por lo tanto, el error del método vale 


= ix <= 
A< Ere ļ cos z | = 0,047. 
Luego, puesto que los valores primero y tercero del coseno están 
calculados con un error de 0,0005 y el segundo, con una exactitud ab- 
soluta, para el error de cálculo obtenemos 


A<- (0,0005 + 2-0-+ 0,0005) =0,0008. 


Sumando los errorres y realizando los redondeos necesarios, final- 
mente tenemos 


$ 
coszdz _. y 
¡ve =2,42 +0,02. A 


Para concluir examinemos un procedimiento más de determinar los 
coeficientes A; de la fórmula de integración numérica (2) con los no- 
dos dados. Exijamos que la fórmula (2) sea exacta para las funciones 
1, z, x°, ... hasta un grado lo más alto posible. En este caso para ha- 
lar los coeficientes A; obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones: 


m,=(b—a) ñ HA, (k=0,1,...,N). (14) 
= 


Si los nodos z; son no coincidentes y N = n — 1, el determinante 
del sistema (14) es el determinante de Vandermond y la solución de 
este sistema (la colección de los coeficientes A;) existe y es única. 

Mostremos que tal método de determinar los coeficientes de inte- 
gración numérica es equivalente al descrito anteriormente, o sea, 
que las fórmulas (5) dan los mismos valores para A; que el sistema 
(14). Con el fin de demostrar esto sustituyamos las expresiones (5) 
para los coeficientes A; en los segundos miemros de las ecuaciones 
(14) y cambiemos de lugar las operaciones de sumación y de integra- 
ción: 

A S (2) 
S Day (2) k 
m, = $ p(z} [2 Eaton zt] de. 
e i= 

La expresión puesta entre paréntesis es un polinomio interpola- 
dor de Lagrange do grado no superior a n — 1 para la función 
a" (k < n}. El término residual de tal polinomio es, evidentemente, 
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igual a cero (i {z*) = 0 para k < n); por eso 
b 
m=| p(a)a*de (M=0.1.....n—1) 

De las identidades obtenidas y de la unicidad de la solución del 
sistema (14) se desprende la equivalencia de ambos métodos do cons- 
trucción de las fórmulas de integración numérica (2). 

A título de ejemplo vamos a construir la fórmula que tiene el as- 
pecto 

t b 
| jedra ba [47 oas (52) +41 0]. 


a 


Con el fin do construir la fórmula buscada de integración numérica 
exijamos que ésta sea exacta para todos los polinomios de grados nu- 
lo, primero y segundo. Para esto, en virtud do la linealidad de las 
operaciones de integración, del cálculo de los valores de la función 
y de la derivación, es suficiente exigir que la fórmula de integración 
numérica sea exacta para 1, z, 2?. Así pues, sca f (z) = 1; entonces 
(b ~= a) = (b — a) (4,:0 + Az-1 + Az:0), es decir, A, =1 
Sea ahora f (x) = z; entonces 


1H 4 Ast, es docir, A= — Az. 


Por último, suponiendo f (x) = z°, obtenemos la ecuación 


arab yr a+b \2 ; 
PEHY S Apat (AFA) — A 2b; 


A b~ 
ul resolver esta ecuación, encontramos 4; = E 


Ahora bien, la fórmula buscada se escribe así: 


a 
+06—0)1(0)]=1. 


Nótese que esta fórmula también tiene la propiedad de exactitud 
elevada, como, por ejemplo, la tiene la fórmula de Simpson. Citemos, 
sin deducir, la expresión para el término residual de la fórmula obte- 
nida: 


b 
I=Í f(e)dz x 


a 


[-00)7 (a) +24 (3%) > 


Raf =1—I¿=— ~a) a) nela, b). 


Proponemos que en calidad de ejercicio el mismo lector demuestre 
la última relación. 
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$ 8.6. Fórmulas de integración numérica de grado 
algebraico superior de precisión 


Volvamos a considerar la fórmula de integración numérica 


b n 


I= | p(o) f (0) da ~ (b—a) Y Aif (e: 


a i=1 


=f (1) 


Según ya hemos mencionado, en el caso general no sólo los coefi- 
cientes A; sino también los nodos z; son parámetros arbitrarios que 
deben determinarse en dependencia de los requisitos que ha de reunir 
la relación (1). Puesto que el número total de parámetros libres es 
igual a 2n, se puede esperar que superponiendo 2z condiciones a la 
relación (1), obtendremos un sistema de ecuaciones para determinar 
estos parámetros. Desde luego, en el caso general es imposible decir 
si tiene solución tal sistema y si la tiene, si es o po única. La respues- 
ta a esta pregunta puede obtenerse sólo si se consideran los requisi- 
tos concretos a los que debe satisfacer la fórmula de integración numé- 
rica (1). Por lo visto, conviene relacionar estos requisitos con la mag- 
nitud del crror de la fórmula (1), procurar elegir los nodos y coefi- 
cientes de un modo tal que se miniminice, en cierto sentido, el valor 
absoluto del término residual. En el párrafo precedente hemos seña- 
lado que las estimaciones obtonidas del error de las fórmulas de inte- 
gración numérica se alcanzan con los polinomios cuyo grado es en 
una unidad mayor que el grado máximo del polinomio, para ol cual 
la cuadratura correspondiente es exacta. Por eso es natural que se 
pruebe a aumentar el grado del polinomio para el cual la fórmula (2) 
sería absolutamente exacta. Tal planteamiento de la cuestión origi- 
na ol siguiente problema de optimización. 

Construir una fórmula de integración numérica tipo (1), con n 
fijo, la cual soa exacta para un polinomio arbitrario de grado más al- 
to posible r, 

Mostremos que el problema onunciado es equivalente al de cons- 
truir una fórmula de integración numérica (1) que sea exacta para to- 
das las funciones z* (k = 0,1, ..., r). En efecto, supongamos que 

r 
se da un polinomio arbitrario P, (z) = Naza*. Entonces 
h=0 
R(PA=11P1—1,1P,]= 


r b n r 

=) (ford 40) = aR 

k=0 a i= k=0 
De aquí en virtud de la arbitrariedad de a, (el polinomio P, 
es arbitrario) obtenemos que para R, [P,] = Oes necesario R, [x*] = 
= 0 (k =0,1,..., 1). La suficiencia es consecuencia directa de la 
linealidad del término residual de la fórmula (1) respecto a la función 

Í y es evidente en virtud de la misma relación (2). 
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Así pues, llegamos al sistema de r + 1 ecuaciones respecto a 2n 
parámetros desconocidos A; y Zi: 


b n 
m= f p(z) zt dz=(b—a) Y, Ax} (=0,4,....1). (3) 
a i=1 


Es natural probar a resolver este sistema, o sea, construir la fór- 
mula de integración numérica para r + 1 = 2n (el númoro de ecua- 
ciones es igual al de incógnitas.) La racionalidad de tal prueba es 
confirmada por los teoremus que presentamos a continuación. 

Primero enunciemos, sin demostrar, el teorema auxiliar que carac- 
teriza la propiedad de los polinomios ortogonales, 

Teorema 1. Sea 1°) p (x) >0 casi por doquier sobre la, bl; 2%) 
Pri (2), un polinomio arbitrario de grado no superior a n — 1 
Entonces existe un polinomio y además único 


Ya (2) (02) (12%)... (2— tn), (4) 


ortogonal con el peso p (z) a Pp- (£), o sea, tal que 
b 


fot) Y (2) Pai (2) dz =0, (5) 


a 


con la particularidad de que todas las raíces z,, £g, . . ., Ln del polino- 
mio Y, (z) son distintas y están dentro del segmento la, bl. 

Pasemos ahora a los teoremas que permiten determinar inmediata- 
mente los nodos y coeficientes de la fórmula (1), exacta para todos 
los polinomios de grado r = 2n — 1 

Teorema 2. Para que la fórmula (1) sea exacta para los polinomios 
de grado 2n — 1 es necesario y suficiente que: 1°) los nodos zx, sean raíces 
del polinomio Y , determinado por la relación (5); 2°) los factores de 
ponderación A; se determinen por las relaciones (5) del $ 8.5. 

O Comencemos por examinar la necesidad de la condición 2°. 
Si Ja fórmula (1) es exacta para todos los polinomios de grado 2n — 1, 
es asimismo exacta para los polinomios de todo grado inferior, inclu- 
yondo el grado n — 1; entonces esta fórmula es de interpolación y ob- 
tendremos la unica colección de los coeficientes A, definida por la 
fórmula (5) del § 8.5. 

Consideremos ahora el polinomio Qan- = On (DP 7 (2). Utili- 
zando el hecho de que para el polinomio Q¿n-, la fórmula (1) es exac- 
ta, obtenemos la condición 1°: 

ò n 
| p (2) 0-4 (2) Pns (2) de= (b—a) J) Ar (Queue (21) = 0; 
a i=1 
la última relación se deduce del hecho de que 0, -, (1) = 0 para to- 
dos los ¿=1,2,...,R. 

Vamos a comprobar la suficiencia de las condiciones 1° y 2°, 

Representemos un polinomio arbitrario Qzn-, (z) de grado 2n — 1 
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en la forma 

Qana = YnPa-i (2) + Sua (2), 
donde P,., Y Sn- son, respectivamente, el cociente y el resto de la 
división del polinomio Qn -, por el polinomio 'Y,,, con la particulari- 
dad do que P,., es ol polinomio de grado n — 1, y Sn es el poli- 
Romio de grado no superior a n — 1. Luego tenomos 


b b b 
Í PŒ Orns de= | p (2) YnPas de f p (Sp dz. 


El primer sumando del segundo miembro es igual a coro en virtud 
de la ortogonalidad de Y, y Pn- (condición 1”) y para el segundo su- 
mando la fórmula (1) es exacta on virtud de la condición 2°. Por eso, 
teniendo en cuenta que Qin- (2) = Sn- (21), ya que Y, (z) = 
= 0, finalmente tenemos 

è 


| PŒ Onidz—(0—a) Y) Aioni (21). m 


a i=l 


Pongamos ahora la pregunta: ¿se puede construir una fórmula de 
integración numérica (1) que sea exacta para todos los polinomios de 
grado superior a 2n — 1? El siguiente teorema da la respuesta a esta 
pregunta. 

Teorema 3. Sea p (z) > 0 casi por doquier sobre la, b]. Entonces 
no existe una fórmla de integración numérica (1) que sea exacta para to- 
dos los polinomios de grado 2n. 

EE Consideremos el polinomio Qgn (7) =(2—2/?... (¿—8,)? = 
Soha (z). Entonces el primer miembro de la igualdad (1) es 


$ poha (2) dz>0, mientras que su segundo miembro 


a 


n 
È Awk 1 (2:1) =0 lo que se demuestra precisamente por el teo- 
=1 


rema W. 

Así pues, la fórmula de integración numérica (1) con los nodos 
£i, definidos por las relaciones (5), y con los coeficientes A;, defini- 
dos por las relaciones (5) del $ 8.5, es exacta para todo polinomio de 
grado no superior a 2n — 1. Ella se llama fórmula de integración nu- 
mérica de grado algebraico superior de precisión (o bien fórmula de 
integración numérica de Gauss). 

La fórmula de Gauss posee una propiedad útil desde el punto de 
vista del error de cálculo: todos los coeficientes A, (t = 1, 2, ..., n) 
para todo n son positivos. 

Para demostrar esta afirmación consideremos la función 


Lip 


[2er que es un polinomio de grado 27—2 y se anula en 
3 
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todos los nodos 2,5€x,. Para esta función la fórmula de integra- 
ción numérica de Gauss es exacta y por eso 


b 
E 7 
fo (o) ¿E dz = (00) Ap IY (2p). 
a 
De aquí se deduce inmediatamente que Ap > 0. Es evidente que en 
virtud do la arbitrariedad de p todos los coeficientes de integración 
numérica A; > 0. 

Pasemos ahora a la estimación del orror de la fórmula de integra- 
ción numérica de Gauss. 

Teorema 4. Sea: 1%) p (£) >0 casi por doquier sobre la, bl; 
2°) f (2) € CY la, bl; 3°) x; y A; (i=1, 2, ..., n) son nodos y coe- 
ficientes de la fórmula de integración numérica de Gauss, respecti- 
vamente, Entonces existe un tal punto E € (a, b) que 

h 


o | P h-a (0) de. © 


O Representemos la función a integrar en la forma 
2T) (7) Si 
1) Hen (2) + Ep o (2); NEC, b), 


donde M,n-1 (2) es el polinomio interpolador de Hermite cuyo gra- 
do no supera a 2n—1 con los nodos dobles z; (i=1, 2,..., n). 
Es obvio que para Ha, ,(x) la fórmula de Gauss es exacta. Por eso 


b 
I= t | P (a) dz. 


a 


Aplicando al segundo sumando del segundo miembro el segundo teo- 
rema del valor medio de la función y pasando /, al primer miembro, 
obtenemos la relación requerida (6). M 

Prácticamente la cuadratura de Gauss se obtiene del modo si- 
guiente, Primero se encuentran lasraíces del polinomio Y, (z) ortogo- 
nal a todos los polinomios de grado inferior a n. Luego para los coe- 
ficientes A; se construye un sistema de ecuaciones lineales, suponien- 
do que la fórmula de integración numérica es justa para las funciones 
E aa 
g 6 n 

m= $ p (2) z* dz = J) Ax?. 


u i=1 


Resolviendo este sistema, se determina A;. 
De ilustración elemental de la cuadratura de Gauss sirve la fór- 
mula (22) construida en el $ 8,4. 
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$ 8.7. Fórmulas compuestas de integración numérica 


Las fórmulas con un gran número de nodos equidistantes se em- 
plean, relativamente, muy rara vez. Estose explica por diferentes cau- 
sas. En primer lugar, para las funciones que tienen la singularidad 
incluso no en el mismo segmento de integración sino en la proximidad 
de este último, el término residual de la fórmula de integración numé- 
rica de alto orden es, por lo general, grande. Además, hasta para cier- 
tas funciones analíticas, al situarse uniformemente los puntos noda- 
les, es posible que R, [f] = Z — In -> œ cuando n —> co. En segun- 
do lugar, para n> 10 entre los coeficientes H; los hay negativos, lo 
que aumenta considerablemente el error de cálculo esperado. En efecto, 
supongamos que todos los valores de la función f; de la fórmula (8) 
dada en el $8.5 se conocen con la misma exactitud e. Entonces el 
error de cálculo total se puede estimar por la magnitud A, = (b — 


n 
—a)e > H; |. Puesto que la suma de todos los coeficientes de Co- 


i=i 
tes es igual a la unidad, el hecho de que entre ellos existen coeficien- 
tes negativos origina el aumento do Az. De la tabla 8.2 se ve cuán rá- 
pido es el crecimiento de Aj. 
Tabla 8.2 


n MOE 


n 
Y l =3 |=8 | 2560 
i=1 


Las fórmulas de tipo gaussiano poseen ciertas ventajas en compa- 
ración con las de Newton-Cotes, puesto que carecen de los inconve- 
nientes anterormente descritos. Sin embargo, las fórmulas de Gauss, 
siendo fórmtulas de grado algebraico de precisión superior, para gran- 
des n tienen un término residual proporcional a la derivada de la fun- 
ción integrable de orden superior. Esto es una desventaja esencial al 
integrar funciones que no posean derivadas continuas de órdenes su- 
periores o bien al integrar dependencias funcionales construidas empí- 
ricamente. Además, incluso para los procesos de cuadratura convergen- 
tes, construidos con ayuda de las fórmulas de Gauss, de ante- 
mano se desconoce generalmente con cuán grande n la convergencia 
empieza a realizarse prácticamente, o sea, de antemano se desconoce 
cuál debe ser n para garantizar la exactitud deseada. 

Las consideraciones recién expuestas determinan precisamente el 
hecho de que en la práctica suelo darse preferencia a las así llamadas 
fórmulas compuestas (o generalizadas). El sentido de estas fórmulas con- 
siste en que el segmento de integración la, b] so divide en varias par- 
tes, se aplica una u otra fórmula de integración numérica con peque- 
ño n a cada parte separada y luego se suman los resultados. 
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Lo racional de tal enfoque se funda en los razonamentos siguien- 
tes, Para muchas fórmulas de integración numérica (incluyendo todas 
las que se consideran en este capítulo) el término residual es propor- 
cional a cierto grado de longitud del segmento de integración. Su- 
pongamos, por ejemplo, que la aplicación de la fórmula de integra- 
ción numérica elegida al segmento la, b] da para el término residual 
la expresión siguiente: 


R Ifl = (b — afẹ (a, b), (1) 


donde (a, b) es la función lentamente variable del segmento de in- 
tegración. 

Dividiendo el segmento inicial en m partes iguales y aplicando a 
cada una de ellas la misma fórmula de integración numérica, obtene- 
mos que en cada parte separada el término residual es, aproximada- 
ménte, m' veces menor que (1). Sumando luego los resultados de inte- 
gración y los términos residuales, obtenemos que el error de la inte- 
gral inicial es, aproximadamente, m*"* veces menor que al aplicar 
la fórmula de integración numérica elegida a todo el segmento ini- 
cial, 

Este método es bastante gencral y puede ser realizado para toda 
fórmula de integración numérica. 

Como ejemplo elemental de la fórmula compuesta de integración 
numérica puede servir la de los rectángulos (4) con el término resi- 
dual (8), examinada en el $8.5. 

En el presente párrafo vamos a considerar las fórmulas compuestas 
más frecuentes construidas sobre la base de las cuadraturas elementa- 
les antes citadas. 

Fórmula compuesta de los trapecios. Supongamos que se necesi- 
ta calcular la integral de la función f sobre el segmento la, b]. Divi- 
damos el segmento fa, b] en m partes iguales con los puntos de fron- 
tera a = Zo, L1, . . . Um = b de un modo tal que la longitud de ca- 
da parte sea igual a h = (b — a)/m. Representemos la integral en 
forma de la suma: 


(aee rides] rra... y f (2) dz. 


Apliquemos a cada sumando del segundo miembro de esta igualdad la 
fórmula de los trapecios con el término residual [véanse las relaciones 
(11) y (12) del § 8.5]. Reduciendo los términos semejantes, obtenemos 


b m-i 
[ra (bila S 1) 
a ii 
-SF D 1 meteo z) e) 


imi 
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Suponiendo que la derivada segunda de la función integrable es con- 
tinua sobre todo el segmento la, b], en virtud del teorema de Weier- 
strass tenemos 


Bl F (n)=wf" (n); nEla, b). 


Sustituyendo esta expresión para la suma en la relación (2), obte- 
nemos la fórmula compuesta de los trapecios 


è mi 
I= | jdr At (bhie S p)ar O 
i=t 


a 


con el término residual 
mgp LP yn 
R U= — + l (0. (4) 


Por consiguiente, la estimación del error de la cuadratura (3) se pue- 
de representar en la forma 


Asli sE M, 6) 


donde M; = mex | f” (2) ]. La estimación obtenida es inmejora- 
a 


ble, puesto que se alcanza, por ejemplo, sobre la parábola f = 2°, 
lo que es fácil mostrar mediante una verificación inmediata. Nótese 
que los cálculos análogos han sido realizados al analizar la fórmula 
de cuadratura (4) del $ 8.4. Mostremos cómo so hace esto para la fór- 
mula compuesta (3). 

Calculemos el miembro izquierdo de la fórmula de integración nu- 
mérica (3) para f=x% 


è 
I= $ ear E%, 
Calculemos la suma 


a (e. 


m 


Transformando la expresión puesta entre paréntesis y utilizando en 
este caso las siguientes fórmulas de sumación: 


m-i 


2 


i=1 i= 


mei 
-im 2 _(m—1)m (2m~1) 
m ia ; Jra je m 


2 


obtenemos la magnitud buscada 


pa? , ba 
mec tE 
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Así pues, el error de la fórmula de integración numérica (3) para 

la función f = a? es igual a 
n=l =P 
p. E ban 


lo que coincide exactamente con el segundo miembro de la estimación 
(5), puesto que M, = 2. 

En virtud de la linealidad de las operaciones 7 [f} e 771f] y en vir- 
tud de que la fórmula (3) es exacta para toda función lineal, se puede 
afirmar que la estimación (5) se alcanza sobre una parábola arbitra- 
ria de segundo grado. 

La expresión (5) para el error del método A, de la fórmula de inte- 
gración numérica (3) muestra que lím A, = 0, o sea, aumentando 


m= 
m, podemos garantizar toda exactitud prefijada de antemano Fy 
desde el punto de vista del error del método (al faltar un error de cál- 
culo). En tales casos se dice que el método es convergente. Nos queda 
aclarar la influencia que el error de los datos iniciales (de los valores 
de la función f;) ejerce en el error del resultado. En virtud de la linea- 
lidad del segundo miembro de la fórmula de integración numérica 
(8) respecto a los valores de la función integrable, el error de cálculo 
total es proporcional al del cálculo de cada valor de la función (en 
caso de la igualdad de estos últimos). Por eso se puede esperar que 
en caso de una exactitud suficientemente alta de los datos iniciales 
el error de cálculo total será hastante pequeño. 

Vamos a deducir las fórmulas concretas para el número de parti- 
ciones m y para el error admisible de cada valor de la función f,, 
que garantizan la exactitud requerida e al utilizar la fórmula de in- 
tegración numérica (3) con el error (5). 

Ante todo, utilizando el algoritmo de resolución del problema TI, 
citado en el § 8.3, representemos e en forma de la suma: £ = & + 
+ €a + es (si, por ejemplo, e = 10-* entonces se supone de ordina- 
rio e, = 0,310, e, = 0,2-10*, e, = 0,510). 

Escojamos Juego el número de particiones m de un modo tal que 
se asegure cl cumplimiento de la desigualdad A, < e,. Para esto, en 
virtud de (5), es suficiente exigir que 


pap 
E MLE- 


Transformando esta desigualdad, obtenemos para el número de par- 
ticiones la fórmula 
(b—a) Mı 


m>b-a y EG. (6) 


Así pues, el error del método A, no superará e, si el número de parti- 
ciones m satisface la desigualdad (6). 

Determinemos ahora cómo debe ser el error de los valores de la 
función integrable para que el error de cálculo total de 77 por la 
fórmula (3) no supere es. Supongamos que el error buscado es À [fi]; 
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entonces, utilizando la fórmula (3), tenemos 
Aus iZ (Alf + (m—1) A fih =(0—=a) Alfil. 


Por lo tanto, para cumplir la desigualdad A [/7]< e, basta exigir 
que 


Alfil <e/(b—a). O) 


Ejemplo 4. Utilizando la fórmula compuesta de los trapecios, 
1 


calcular la integral í con exactitud hasta 0,01. 


dz 
1+7 

A Sea e, =0,004; e¿=0,001; e¿=0,005. Encontramos M,= 
= más (4) |=2 Con ayuda de la desigualdad (6) deter- 
minemos el número necesario de particiones: 


m>0-0- V {= = 6,4. 


Tomamos m = 7. Para el error admisible de los valores de la fun- 
ción subintegral la desigualdad (7) da el valor A [f:] = 0,001. Hace- 
mos la tabla de los valores necesarios de la función integrable con tres 
cifras justas: 


z |0| 4/7 | 27] 8/7 | 81 | 5/7 | 617] 4 
(+a): | 4 10,875) 0,778 0,700] 0,6861 0,5831 0,538 [0,500 
Con ayuda de la fórmula (3) hallamos 
= 5 
n= (298 0,875-0,778 +0,700 4-0,636+ 


+ 0,583 + 0,538) = 0,694. 


Redondeando el resultado obtenido, finalmente tenemos 
1 


(F TFF 
o 


= 0,69 + 0,01. 


Compárese la solución obtenida con la del ejemplo 6 dado en el 
§ 8.4 y con la del ejemplo 3 dado en el § 8.5. 4 
Fórmula compuesta de Simpson. En este caso dividamos el seg- 
mento de integración en un número ye 2m de partes iguales con los 
puntos de frontera & = Zo, ti, . . = b, así que la longitud 
de cada parte vale h = (b — im). preen la integral en 
forma de la suma: 
b Fom 
$ CESE (aty (dr... + f Ha) dz. 
a 


Zo xa Somer 
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Apliquemos la fórmula de Simpson con el término residual [véase 
las relaciones (11) y (12) del $ 8.5] a cada sumando del segundo miem- 
bro de la igualdad dada. Reduciendo los términos semejantes, obte- 
nemos 


b m 
(104 =42 (ot fam H401 +203) — gar 21m: (6) 


Mi E (Lorno Loi); 
G= fit fst- o bfmó O= fit hit -t fome 


Suponiendo que la cuarta derivada de la función integrable es conti- 
nua sobre todo el segmento (a, b], en virtud del teorema de Weierstrass 
tenemos 


È Ummm; nEle, b). 


Sustituyendo la expresión obtenida para la suma de las derivadas en 
la relación (8), llegamos a la fórmula compuesta de Simpson 


b 
I= | padem El fmt oE (9) 


a 
A=fhÍi+ foma Ofat fit -H fame 


con el término residual 


b— a)’ 
REI = — GAP m; nela, b). (10) 
Por consiguiente, la estimación del error de la fórmula de integración 
numérica (9) puede ser representada en la forma 


Asl < GM an 


donde M, = e LF (æ) 1. La estimación obtenida es inmejora- 
a, b] 


ble, puesto que se alcanza, por ejemplo, en la función f = 2%, 

Al igual que para la fórmula de los trapecios, obtenemos las fór- 
mulas concretas para el número de particiones m y para el error admi- 
sible de cada valor f¿, que aseguran la exactitud deseada e al utilizar 
la fórmula do integración numérica (9) con el error (14). 

Sea e = €, + £ + €s Teniendo en cuenta la relación (11), para 
el cumplimiento de la desigualdad A, < e, exijamos que 


bos 
250m7 


MS 
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De aquí hallamos la condición para el número de particiones 2m 
con el cual el error del método no superará e: 

$A EAM 

2m>0—0) y Pa. (12) 

Determinemos ahora cómo debe ser el error de los valores de la 

función subintegral para que el error total de cálculo de 7™ por la fór- 

mula (9) no supere e,. Supongamos que el error buscado es A [fi]; 
entonces, utilizando la fórmula (9), tenemos 


ASÍ A+ mA 11142 (m4) Alf1=(0—0) Alf). 


Por lo tanto, para el cumplimiento de la desigualdad A mis 
< e, basta exigir que 
A lfa <S es/(b — a). (13) 


Como era de esperar, hemos obtenido el mismo resultado que para la 
fórmula de los trapecios. Esto es consecuencia de que (3) y (9) son 
fórmulas del mismo tipo (3) del $ 8.3, con la particularidad de que 
todos los coeficientes A; son positivos y su suma es iguala la unidad. 
Ejemplo 2. Utilizando la fórmula compuesta de Simpson, caļ- 
1 
cular la integral ¡ES con exactitud de hasta 0,001. 
0 He 
A Sea e= 0,00045; e, = 0,00005, e¿=0,0005. Encontramos 
m ENNI dl ' 
M, = ma I(t) |=24. Con ayuda de Jas desigualda: 
des (12) determinemos el número necesario de particiones: 


DE 
m>(1—0): V bot... 


Puesto que 2m es un número par, tomamos 2m = 6. Para el error ad- 
misible de los valores de la función subintegral la desigualdad (13) 
da el valor A [f¡] = 0,00005. Hacemos la tabla de los valores necesa- 
rios de la función integrable con cuatro cifras justas: 


2 (Oj 16] 2/6) 8/6] 4/6 | 5/6 ] 4 
a+] 4 | 0,8574] 0,75 | 0,6667] 0,6 | 0,5455] 0,5 
Por la fórmula (9) encontramos 
n= 42 [í+ 0,5 +4- (0,8571 +0,6667 +0,5455)-+ 
+2- (0,75-+-0,6)]=0,69347 ... 


Redondeando el resultado obtenido, finalmente tenemos 
1 


de 
f E = 0,693 + 0,001. A 
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Analicemos el resultado obtenido en el ejemplo 2. Comparando 
el valor aproximado de 73 = 0,69317 ... con la magnitud exacta de 
la integral 7 = 0,69314 ..., notamos que la diferencia real entre los 
valores exacto y aproximado (cerca de 0,00003} es alrededor de 17 
veces menor que el error admisible dado (e, + £, = 0,0005). Es natural 
poner la pregunta ¿en qué consisten las causas de tal diferencia entre 
el error teóricamente predicho y el obtenido prácticamente? 

Respondiendo a la pregunta puesta, nótese, ante todo, que tal 
divergencia entre el error verdadero y la estimación requerida se ob- 
serva no siempre, ni mucho menos, y en los casos semejantes al exa- 
minado en el ejemplo 2 puede ser predicha de antemano y, más aún, 
ser reducida al mínimo al utilizar ciertas consideraciones adicionales 
y al construir más racionalmente el proceso de cálculo. 

En efecto, en el ejemplo 2 debido a la desigualdad (12) el error 
del método, igual a 0,0004, corresponde al número de particiones 
2m >4.1... . El valor límite 4,1... no podía ser elegido en virtud del 
hecho de que 2m debe ser entero y par, y al valor mínimo admisible 
2m = 6, que hemos elegido, corresponde, desde luego, también un 
error menor del método que es igual, aproximadamente, a 0,0001. 
Esla es precisamente la primera causa de disminución del error prác- 
tico. 

Luego, por ser inmejorables todas las estimaciones consideradas 
del error, ellas se obtenían con los polinomios en los cuales la deriva- 
da, que como multiplicador forma parte de la expresión para el tér- 
mino residual, era una magnitud constante. En cambio, si la deriva- 
da mencionada cambia considerablemenle sobre el segmento de inte- 
gración (lo que es natural cuando este segmento es grande), la estima- 
ción respectiva resulta, por lo general, distar mucho de la óplima. En 
éste caso es conveniente determinar el número de particiones par- 
tiendo de la forma del término residual, representada en las relaciones 
(2) y (8). Por ejemplo, para la fórmula de Simpson se obtendría Ja si- 
guiente desigualdad destinada a determinar 2m: 


m 
(ba 1 
PTE m Ms (14) 
i= 
donde Mi= máx |fI1W(x)|. Es evidente que a grandes cambios 


ae 
de la cuarta derivada sobre el segmento de integración. la desi- 
gualdad (14) es más ventajosa que Ja (12) desde el punto de vista 


del número de particiones en 3 veces. En rea- 
dim) Y Mi 
i=1 
lidad, debajo del signo de la raíz está la relación entre el valor absolu- 
to máximo de la cuarta derivada sobre todo el segmento de integra- 
ción y el valor medio calculado respecto de m intervalos [27,-2, 
tal ¿=1,2,..., m. Así, la utilización de la desigualdad (14) 
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en el ejemplo 2 para el número de particiones da el valor 2m = 4 
y para 2m = ( la estimación del error del método disminuye hasta 
0,000045, que es sólo una vez y media más que el error verdadero. Es- 
to es ya un buen resultado. 
Ejercicios 
8 
1. Calcular la integral definida $ Vzi+2dxz, utilizando la 
2 
fórmula de los rectángulos izquierdos para n=6. 
2. Haciendo uso de la fórmula de los rectángulos derechos 


9 
para n=8, calcular $ e 


1 
3. Haciendo uso de la fórmula de los trapecios para n=8, 


de 


8 
calcular { Ea 


0 
4. Con ayuda de la fórmula de los trapecios calcular 


5 
de 5 
f Eri suponiendo n=5. 


t 
5. Con ayuda de la fórmula de Simpson calcular { ie 
o 


suponiendo 2m = 10. 


dz con ayuda de la fórmula de Simpson; 


1 
6. Calcular f po 
ye 


poner 2m=10. 
1 


7. Calcular la integral f = , haciendo uso de la fórmula 
-4 


de Gauss para 2m = 6. 
8. La función se da en forma de una tabla 


z | 0,525 f 0,526 | 0,527 [052% 


£ | 0,50121 | 0,50208 | 0,50294 | 0,503814 


Haciendo uso del método do integración numérica, hallar la deriva- 
da primera en el punto a* = 0,525. 

9. Encontrar la derivada de primer orden en el punto «* = 50 
para la función dada en la forma tabular 


= | 50 | 55 | 60 | 05 


7 | 1,6080 | 4,7404 | 4,7782 | 4,8120 
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10. Calcular la integral $ f (z) dz con exactitud de hasta e. 


o 

a) f(z) = z? cosz, e = 0,001; b) f (z) = z? sen z, e = 0,001; 
e) Ha) = ze", e = 0,0001; d) f (z) = sV ze, e = 0,0001; e) f (z)= 
= e", s= 0,001; f)f (z) =eV=,8 = 0,0001; g) f(z) =z + 
+4, e = 0,0001; h)f (7) = sen z, e = 0,001; i) f (2) = &, e = 
= 0,001. 

11. Calcular los valores de la derivada de la función f (z) en el 
punto z = z,, utilizando las tablas matemáticas de cuatro cifras de- 
cimales de las funciones trigonométricas con el paso igual a 1°. 
Determinar el valor absoluto del resultado: 

a) f(a)=sen z; z, = 41°; b)f(z)= cos z, 11 = 27,5; 
c) f(z) = tg z, 2, = 50°; d) f (2) = sen z, z, = 17°30; 0) f(x) = 
= cos z, 1, = 63°, e) f (z) = tg z; z, = 38,5°. 


CAPITULO IX 
Resolución aproximada de las ecuaciones 
diferenciales ordinarias 


$ 9.1. Concepto de ecuación diferencial 


La ecuación en la cual la función incógnita entra bajo el signo de 
derivada o de diferencial se llama ecuación diferencial. 
Por ejemplo, 


l da a: 0”; 
=u; GH ata À 


y =*; zidy=ydz, 


Si la función incógnita que forma parte de la ecuación diferencial 
dopende sólo de una variable independiente, la ecuación diferencial 
se llama ordinaria. 

'Tales son, por ejemplo, las ecuaciones diferenciales 


ee 9; 2sdt=tds. 


En cambio, si la función incógnita que forma parte do la ecuación 
diferencial es función de dos o más variables independientes, la ecua- 
ción diferencial se denomina ecuación en derivadas parciales. 

Por ejemplo, la ecuación diferencial 

dz 0% 
de Y Dy? =D 
es ecuación en derivadas parciales, 

Se llama orden de una ecuación diferencial al orden superior de la 
derivada (o de la diferencial) que forma parte de la ecuación. 

Así, por ejemplo, las ecuaciones 


des p Pz 2 
de a 


son ecuaciones de segundo orden y las ecuaciones 


F cos t -+ sen t = 1; (2? — y?) de + (2? + y? dy = 0, 


=14 


ecuaciones de primer orden. 

En este capítulo vamos a considerar sólo las ecuaciones diferen- 
ciales ordinarias. 

En el caso más general una ecuación diferencial ordinaria de n-ési- 
mo orden contiene una variable independiente, una función incógnita 
y sus derivadas o diferenciales hasta el n-ésimo orden, inclusiva- 
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mente, y tiene la forma 
Play Y Ys en y™) = 0. (1) 


En esta ecuación zx es la variable independiente; y, la función incóg- 
nita; y”, y”, ..., y” son las derivadas de esta función. 

Si el primer miembro de la ecuación diferencial (1) es el polino- 
mio respecto a la derivada de la función incógnita, el grado de este 
polinomio se llama grado de la ecuación diferencial, 

Por ejemplo, la ecuación 


FEU =i Ep 
es la ecuación de cuarto grado y do segundo orden, mientras que la 
ecuación 

WY H ay y a =0 


es la ecuación de segundo grado y de primer orden. 
La ecuación diferoncial de n-ésimo orden resuelta respecto a la deri- 
vada superior puede ser escrita en la forma 


B® = f (t, Ya yy). (2) 


Se llama solución (o integral) de la ecuación (2) a Loda función de- 
rivable y = q (z) que satisfaga esta ecuación, o sea, a tal función 
que al ser sustituida en la ecuación (2), convierte a ésta en identidad. 

El gráfico de solución de una ecuación diferencial se denomina 
curva integral de esta ecuación. 

La solución de la ecuación diferencial que contiene una cauti- 
dad do constantes (parámetros) arbitrarias independientes igual a su 
orden se llama solución general (ointegral general) de esta ecuación. 

Geométricamente la solución general de la ecuación diferencial 

- es una familia de curvas integrales de esta ecuación. 

So llama solución particular de una ecuación diferencial a toda so- 
lución que pueda ser obtenida de la general para ciertos valores numé- 
er de las constantes arbitrarias que forman parte de la solución go- 
neral. 

Las constantes arbitrarias que entran en la solución general se de- 
terminan de las llamadas condiciones iniciales. 

El problema con condiciones iniciales se plantea así: hallar la so- 
lución y = ọ (2) de la ecuación y ® = f (£, y, y's y", cs yoo, 
que satisface las condiciones adicionales consistentes en que la solu- 
ción y = q (z) debe tomar junto con sus derivadas hasta el orden- 
(n — 1) los valores numéricos asignados Yo, Yh, Yn, «»., YN" para el 
valor numérico asignado x = zx, de la variable independiente g: 


Y= VW Y =Y Y = Yi o YOD = yp para 
z= Zo. (3) 
Las condiciones (3) se denominan condiciones iniciales; los números 


Lo, Yos Yor Yor > +=" Ya se llaman datos iniciales de la solución y el 


problema de determinación de la solución y = ọ (x) de la ecuación 
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diferencial (2), que satisface las condiciones iniciales (3), problema con 
condiciones iniciales (o problema de Cauchy). 

En caso de una ecuación de primer orden, o sea, para n = 1 obte- 
nemos el problema de Cauchy para la ecuación y' = f (z, y) con la 
condición inicial z = xp, y = yo- 

Geométricamente el problema de Cauchy (para la ecuación de 
primer orden) consiste en que de todo el conjunto de las curvas inte- 
grales que representan la solución general se separa la curva integral 
que pasa por el punto Mọ con las coordenadas z = qto, Y = Yo. 


Ejemplo. Para la ecuación diferencial 2 = 2r con condición 


inicial yọ = 2 cuando zp = 1 la solución general tiene la forma y = 
=z +c. Es una familia de 
parábolas. Si ahora en la solución 
general sustituimos los datos 
iniciales, obtenemos 2 = 1 + C, 
o sea, C = 1. Por consiguiente, 
la solución particular que satis- 
face la condición inicial es y = 
= a* + 1. Geométricamente esto 
quiere decir que de todo el con- 
junto de las parábolas que repre- 
sentan la solución general de la 
ecuación diferencial se elige una 
que pasa por el punto Me (1; 2) 
(fig. 9.1). 
Fig. 9.1 El problema de Cauchy tiene 
una única solución que satisface 
la condición y (zo) = yo si la función f (z, y) es continua en cierto do- 
minio Ria, b) =[|2—z2. |< a, ly — yo | <b} y satisface en 
este dominio la condición de Lipschitz 


IED i e DIKNIT =i 


donde N es la constante de Lipschitz que depende de a y b (a y b 
son las fronteras del dominio). 

Los métodos de integración exacta de las ecuaciones diferenciales 
son útiles sólo para una parte relativamente pequeña de ecuaciones 
que se encuentran en la práctica. 

Por eso adquieren gran importáncia los métodos de resolución 
aproximada de las ecuaciones diferenciales, los cuales según la for- 
ma de representar la solución pueden ser divididos en dos grupos: 

1) métodos analíticos que ofrecen una solución aproximada de la 
ecuación diferencial en forma de, una expresión analítica; 

2) métodos numéricos que ofrecen una solución aproximada en 
forma tabular, 

En este capítulo para el primer grupo de métodos consideraremos 
el método de aproximaciones sucesivas (método de Picard) y el de 
integración de las ecuaciones diferenciales con ayuda de las series 
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de potencias; para el segundo grupo examinaremos el método de Eu- 
ler y sus modificaciones, los métodos de Runge — Kutta y de Adams. 


$ 9.2. Método de aproximaciones sucesivas (método de Picard) 


Este método apareció debido a la demostración del teoroma de 
existencia y de unicidad de la solución de las ecuaciones diferencia- 
les. Lleva el nombre de método de Picard. 

Supongamos que se da la ecuación 


y =f (04), (1 
cuyo segundo miembro en el rectángulo {|z — to |< a, |y— 
— Yo |< b} cs continuo y tiene una derivada parcial continua res- 
pecto a y. Es necesario hallar la solución de la ecuación (1), quesatis- 
faga la condición inicial 
T= Lo, Y (to) = yo. (2) 
Integrando ambos miembros de la ecuación entre zp y z, obtenemos 
y z 
Í dy= f Fe, y) dz 
Yo Ye 
o bien 
z 
y(0)=1+) (2. v) da. (8) 
Es 
La ecuación (1) se reemplaza por la ecuación integral (3) en la cual 
la función incógnita y está bajo el signo integral. La ecuación integral 
(3) satisface la ecuación diferencial (1) y la condición inicial (2). 
En efecto, 


z 


y (20) =VYo+ f f(z, y dr =y. 


e 


Roemplazando en la igualdad (3) la función y por el valor yọ, obte- 
nemos la primera aproximación 


1()=Y +) f(e, y) dz. 


Xe 


Luego en la ecuación (3) sustituimos y por el valor hallado y, y obte- 
nemos la segunda aproximación 


Y) =Y+ $ $ (2, y) dz. 


Ze 
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Continuando luego el proceso, encontramos sucesivamente 
x 


yla) =yo \ f (0 ya) dz. 


z 


Yulia) =m | I(E, yna) de. 


Xa 


Ahora bien, formamos la sucesión de las funciones 


Ya (2); Ya (2), Ya (2), > - +» Yn (2). 
Es válido el siguiente teorema que citaremos sin demostración. 
Teorema. Supongamos que en el entorno del punto (zo; yo) la fun- 
ción f (x, y) es continua y tiene una derivada parcial acotada fy (x, y.) 
Entonces en cierto intervalo, que contiene el punto xo, la sucesión 
(y; (<)) converge hacia la función y (x) que sirve de solución de laecua- 
ción diferencial y = f (z, y) y que satisface la condición y (xo) = yo- 
La estimación del error del método de Picard se determina por la 
fórmula 
po 


TS 


ly— ynl < NM (4) 
donde M = máx | f (z, y) | para (z, y) € Rie, yy y N es la constante 
de Lipschitz para el dominio Ryo, »y, igual a Y = máx | f; (2, y)l. 
La magnitud k para determinar el entorno [xy —h< 1S % + hi 
se calcula con ayuda de la fórmula 

h = mín (a, b/M); (5) 
a y b son las fronteras del dominio R. 

Ejemplo. Haciendo uso del método de Picard, resolver la ecua- 
ción diferencial y’ = z? + y? que satisface la condición inicial 
zo =0y(m)=y=0 

A Pasemos a la ecuación integral 

y=u+ | (442) dz 
o bien, teniendo en cuenta las condiciones iniciales, 


x 


y= f (224 y?) de. 
g 


Obtenemos las aproximaciones sucesivas: 
x z 


m= ¡ (eun as (240 d=H; 
3 
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=$ ti] (2+5) 
, a 


Yo | tupas j (a+ +) 


a EE E 
= 7 tat an tE 


Vamos a estimar el error de la tercera aproximación con ayuda de la 
fórmula (4): 


para 
ly— ynl < NM GF 


Puesto que la función y” = z* + y? está definida y es continua en to- 
do el plano, en calidad de a y b se pueden tomar todos números, Con 
el fin de precisar elijamos el rectángulo 


Rla—w1<05 ly—w1<1, 


o sea, R(—0,5<1<0,5, —1<y<1) 
Entonces 


M = máx | f (2, y) | = máx (2? + y?) = 1,25, 
N == máx | fy (2, y) | = máx | 2y | = 2. 
Puesto que a = 0,5 y b/M = 0,8, según la fórmula (5) tenemos 
h = mín (a, b/M) = 0,5. 


La solución y se dará para —0,5< z < 0,5. Si n = 3, encontra- 
mos 


ly — ys |S 1,25: 2- 0,56/4! = 5/192. 


La estimación obtenida del error es muy aproximada, de hecho el 
error es mucho más pequeño. A 


§ 9.3. Integración de las ecuaciones diferenciales 
con ayuda de las series de potencias 


Método de derivación sucesiva. Supongamos que se da la ecuación 
diferencial de n-ésimo orden: 


YO AY Y, Y") (1) 
con las condiciones iniciales 
£ = To, Y (20) = Yo» Y (20) = Ys on YD (0) = y (2) 


El segundo miembro de esta ecuación es una función analítica en el 
punto inicial Mo (zo; Yo; Yos ==» y”). Representemos la solución 
y = y (z) de la ecuación (1) en el entorno del punto xy como serie de 
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Taylor 
yy yla) e aa O aa << 
(3) 
donde |z—zo | <h y h es una magnitud bastante pequeña. Para 


encontrar los coeficientes de la serie (3) la ecuación (1) se deriva res- 
pecto a z un número necesario de veces, utilizando las condiciones 


(2). 

En la práctica la magnitud | z — zo | se toma tan pequeña que 
en caso de un grado requerido de precisión el resto de la serie puede 
ser despreciado. 

Si xy = 0, se obtiene la serie de Taylor respecto a las potencias 
de x 


gy Y ES 
yantyrt Sp A. (4) 
Ejemplo 1. Halla la solución de la ecuación diferencial y = y— 
— áz + 3 que satisface la condición inicial xy = 0, yo = 3. 
A Sustituyendo en el desarrollo (4) yo = 3, obtenemos 
Y Y yr yo 
E œ) 
Derivando sucesivamente la ecuación dada, tenemos 
y =y —4 =y 4r 1, y" = y" [= y ha A, 
y = yl, ete. 
Utilizando la condición inicial, encontramos 
Ya = Yo — 4 + 3 = 3 +3 = 6; y” = yo — 40 — 1 = 3 — 1=2; 
w= y =2 yR 


Sustituyamos y, Yi, ys en el segundo miembro de la relación (*); 
entonces obtenemos 


a Éad 
y=34 60404 GA Am 
La solución exacta de la ecuación dada es una función 
y =2 44044. 


Si se pone h = 0,1, se puede hacer la tabla de los valores de la 
solución de la ecuación diferencial dada. A 

Ejemplo 2. Hallar la solución de la ecuación diferencial y” — 
- Eps 0, que satisface la condición inicial zo = 0, yọ = 1, 
es A Al igual que en el ejemplo 1, buscaremos la solución de la ecua- 
ción dada en forma de la serie (4) respecto a las potencias de x. 
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x; 0 0,1 | 0,2 0,3 

Valores obtenidos de la resolución ana- 
lítica 3 3,6021 | 4,2428 | 4,8996 

Solución aproximada obtenida con ayu- 
da de la serie de potencias 3 | 3,6103 | 4,2427 | 4,8999 
Puesto que yo = 1, y, = 0, la serie (4) tiene la forma 

1 2 a H yn 
= + Hi EN +... + a ees (+) 


Escribamos la ecuación diferencial dada en la forma y” = zy, 
Derivando sucesivamente esta igualdad, tenemos 

y" = 2zy + ay 

yY = By de + ay! + ay" = 2y + day! + aty”, 

yy = 2y' + 4y" + Gay” dl + ay" =6y' + 62y” + ay", 

yy! = 12y" + 8xy” + alv 

y VI = 20y" + 10xy1V + ayy, 

yy = 30y1V + 422yY + rtyYI 

Sustituyendo sucesivamente en cada una de las desigualdades 
obtenidas, Jos condiciones iniciales zy = 0; yọ = 1, y, = Ô, encon- 
tramos y” (0) = 0; y” (0) = 0; y1Y (0) = 2; yY =yV = yVil e 
= 0; y“ = 30. 2 = 60. 

Por último, sustituyendo y”, yz, y!Y ... en el segundo miembro 
de la relación a, obtenemos la solución buscada 


4 
=ltir + ttar t.. 
El método de desarrollo en serie de la solución so puede utilizar 
también para resolver los sistemas de ecuaciones diferenciales ordina- 


rias, 
Ejemplo 3. Hallar la solución del sistema 


H =zcost—ysent, 


Y = ssent +ycost, 


que satisface las condiciones iniciales æ (0) = 1, y (0) = 0, 
A Pongamos 


2==(0) +z (0)£-2"(0) F4+ LO a... 
y= (O) +y 0)1+y"(0) F+ ZO +. 
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Derivando las ecuaciones del sistema, tenemos 
z” = yg cost — z sen t — y' sent — y cost, 

y” = z' sen t + z cos t + y' cos t — y sen t, eto. 
Sustituyendo sucesivamente en cada una de las igualdades obtenidas 
las condiciones obtenidas, hallamos 2” {0} = cos t lizo = 1, y' (0) = 
= 0, z” (0) = 4, y (0) = 1, z” (0) = 0, y"(0) = 3, eto. 

La solución buscada tiene la forma 


[a Ead La 
a i r qt E Y= E d 


Método de coeficientes indeterminados. Supongamos que se da 
la ecuación diferencial 


y = f (z, y) 6) 


con la condición inicial y (z) = Yo. El método de coeficientes inde- 
terminados consiste en que la solución de la ecuación (5) se busca en 
forma de una serie con coeficientes desconocidos 

y = 00 + a (2 — 2o) + as (2— zo)? + ag (2 — zo)? + ..., (6) 
que se determinan con ayuda de la sustitución de la serie (6) en la ecua- 
ción (5), Juego se igualan los coeficientes de z de iguales grados y so 
utiliza la condición inicial. Los valores hallados de los coeficientes 
o, Uy, Ag, Ag, - - - Se sustituyen en la serie (6). 

Ejemplo 4. Con ayuda del método de cooficientes indeterminados 
hallar la solución de la ecuación diferencial y” = a? + y?, que satis- 
face la condición inicial z, = 0, y (20) = 1. 

A Puesto que zy = 0, la serie (6) tomará la forma 


Y = m + aya + aT? + aga t att H no () 
Sustituyendo en la relación (*) z = zo e y (To) = 1, obtenemos @ = 


En adelante es cómodo desarrollar el segundo miembro de la 
ecuación y' = z? + y? respecto a las potencias de (y — 1): 
yel- DAM 2 + 
Derivando la serie (*), tenemos 
y = q + 2ayz + Bag + 4048 +... que) 
Vamos a sustituir ahora en la igualdad (**) la expresión para 
y' de la igualdad (***), para y de la igualdad (*) y a, = 1. Entonces 
obtenemos 
a, + 2agr + dae + tar... =14042 (004 
+ ara H a H n) H (arta tar. 


Abramos paréntesis en el segundo miembro de la última igualdad, 
reduzcamos los términos semejantes e igualemos los coeficientes de 
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æ de iguales potencias. Como resultado obtenemos 
a, =1, 2a, = 2a,,3a, =1 + 2a, + a), 4a, = 2a; + 200, 


de donde a, = 1, a, = 1, a; = 4/3, a, = 7/6. 
Sustituyendo los valores hallados de los coeficientes en la serie 
(*), finalmente tenemos 


yin a 


Ejemplo 5. Hallar la solución de la ecuación diferencial 
y” — ay = 0, que satisface las condiciones iniciales xy = 0, 
y (zo) =1, y' (zo) = 0. 

A Puesto que xy = 0, buscaremos la solución en forma de la se- 
rie 


y = a + ast at? t A H ana EE (*) 
Derivando dos veces la igualdad (*), tenemos 
y = a +22 + 23844084 H nana, (e) 


y” = 2a, + bagr + 1412az? +... + ann (n — 1) z"-2. (*e*) 
Utilizando las condiciones iniciales, de las igualdades (*) y 
(**) obtenemos ap = 1, a = 0. 
Sustituyendo los valores hallados de los coeficientes en la serie 
(*), tenemos 
y = 1 + az? + as? ari... + ant”. pee.) 
Con el fin de determinar los demás coeficientes de la serio (+%**), sus- 


tituyamos en la ecuación diferencial dada la expresión para y” 
de la igualdad (***) y para y de la igualdad (****) 


2a, + Basr + 12a,2* + 2aj0? + Bart +... + n (n — 1) X 
X ana”? — z? (1 + aaa a] 
=0 


Agrupemos los términos de potencias iguales: 


2a, + base + (12a, — 1) z? + (20a5)1? + (3049 — 09) zt + 
+ (42a, — aa) +... = 0. 


La igualdad obtenida es una identidad. Puesto que buscamos la solu- 
ción para z =Æ 0, nos queda poner iguales a cero todos los coeficientes 
de x de distintas potencias, o sea, 

ü, = 0, ag = 0, 120, — 1 = 0, de donde a, = 1/12, 

as = 0, 302, — a, = 0, de donde az = 0, etc. 

La solución buscada tiene la forma 


1 
yola 


$ 9.4. Integración numérica de las ecuaciones 
diferenciales. Método de Euler 


Resolver la ecuación diferencial y’ = f (x, y) por el método numé- 
rico, quiere decir que para la sucesión dada de los argumentos to, 
Zy, - - -, Zn y el número yo, sin determinar la función y = F (2), han 
de encontrarse tales valores y4, Yz, . . -, Yn que y; = F (2) (i = 

= 1, 2, .. n) y F (t) = Yo. 

Ahora bien, los métodos numéricos permiten, en vez de hallar la 
función y = F (x), obtener una tabla de valores de esta función para 
la sucesión dada de argumentos. La magnitud k = £p — fp, Se 
lama paso de integración. 

Consideremos algunos de los métodos numéricos. 

Método de Euler. Este método es comparativamento muy aproxi- 
mado y se emplea, en lo fundamental, para los cálculos preliminares. 
Sin embargo, las ideas en que se basa el método de Euler son de parti- 
da para varios otros métodos. 

Supongamos que se da la ecuación diferencial de primer orden 


y =} (ey) (1) 
con la condición inicial 
z = to, Y (z0) = Yo- 2) 


Se necesita hallar la solución de la ecuación (1) en el segmento (a, b]. 
Dividamos el segmento la, b] en n partes iguales; en este caso obte- 

memos la sucesión To, Tı, La, +. ., Zn, donde z; = Zo + ih (i = 

= 0,4,2,..., n) y k = (b — a)n es el paso de integración. 
Elijamos el k-ésimo tramo [z», Z}+1] e integremos la ecuación (1): 


Fher hyr Fhar 
| He nda= | yda=4(0) | = y (E) y E = yint 
“k "a Si 
O sea, 
Fhar 
=p | i y) de. 8) 
"a 


Si en la última integral a función subintegral se toma constante sobre 
el tramo [zp, 24 +11 e igual a su valor inicial en el punto s = zp, obte- 
nemos 


"not Fher 
$ F(2, dE =f (Er Pa) | =f (Ers Ya) (Enri — Tn) = Yih 
En ža 
Entonces la fórmula (3) se escribe así: 
Ynti = Ya + phh. (3) 
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Designando Ya+1 — Yun = Aya, o sea, yh = Ayp, obtenemos 
Yr = Ya F Aya. (4) 
Continuando este proceso y tomando cada vez como constante la 
función subintegral en el trozo correspondiente e igual a su valor al 
comienzo del trozo, obtenemos la tabla de soluciones de la ecuación 
diferencial sobre el segmento dado fa, b]. 
El sentido geométrico del método de Euler consiste en lo siguien- 
te. En el intervalo (zo, 2,) la curva integral se reemplaza por el seg- 


1 
fs 
PMolzziye) 


Za z, Za 


Fig. 9.2 


mento de la tangente a ella, que pasa por el punto Mo (Xo; yo). Como 
se ve de la fig. 9.2, el coeficiente angular de esta tangente vale 
tg ao = (Y — yola, — To) = F (to, Yo) = Y” (zo). 


Luego del punto M, (z1; yy) se traza un nuevo segmento de la tan- 
gente a la curva integral, que pasa por este punto. El cocficiente angu- 
lar de tal tangente es 


tg 0, = (Ya — Ya — 21) = f (21, Y). 

Continuando la construcción de tales segmentos, se obtiene la 
quebrada de Euler. La quebrada de Euler pasa por el punto dado 
Mo (%o, Yo) y aproxima la curva integral buscada. 

Si la función f (x, y) en cierto rectángulo 

R(|z-x%|<aly—y1<b) 
satisface la condición 


EF a Y1) — Í (Eis Ya) IS N | Y — ya | (N = const) (5) 
y, además, 
[E= j +2] < a m = const), (6) 
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tieno lugar la siguiente estimación del error: 
Wy (En) yal < Ey HRN) — 1h o 


donde y (xn) es el valor de la solución exacta de la ecuación (1) para 
z = Tn € Yn el valor aproximado, obtenido en el n-ésimo paso. 

La fórmula (7) tiene, en lo principal, un empleo teórico. En la prác- 
tica se aplica, por regla general, un «cálculo doble». Primero el cál- 
culo se realiza con paso h, luego el paso se divide y el cálculo repetido 
se ejecuta con paso h/2. El error de un valor más exacto y% se estima 
por la fórmula . 


l — y (En) Sl ynl. (8) 

Ejemplo 1. Haciendo uso del método de Euler, integrar en el seg- 

mento [0; 1,5] la ecuación diferencial y' = y — z que satisface la 

condición inicial zọ = 0, yo = 1,5; el paso k = 0,25. Llevar a cabo 
los cálculos con cuatro cifras después de la coma. 

A Para la comodidad de los cálculos hagamos la tabla siguiente. 


Tabla 9.2 


v= -a Ayp = hyi 
a= a 


ojo] w | (4) | (5) 


Paso 1. Haciendo uso de los datos iniciales, llenamos la primera 
fila en las columnas (2) y (3). 

Paso II. De la ecuación yí = y; — zı calculamos yi (i = 0, 1, 
«++, 5) on la columna (4). 

Paso III. Multiplicamos el contenido de la columna (4) por & 
(calculamos Ayi = kyi; i = 0, 4, .. . , 5) y escribimos el resultado 
en la columna (5) de esta misma fila. 

Paso IV. Al contenido de la columna 3 adicionamos el contenido 
de la columna (5) de esta misma fila (calculamos Yit =Y; + Ayi 
i = 0,1, . . .„ 5) y escribimos el resultado en la columna b) de la 
siguiente fila. Determinamos 2;+, = z; +h y luego repetimos los 
paros TI, HI, IV hasta que quede recorrido todo el segmento [0; 
1,5]. 4 

El método de Euler puede ser aplicado a la resolución de los sis- 
temas de ecuaciones diferenciales y de las ecuaciones diferenciales 
de órdenes superiores. Sin embargo, en el último caso las ecuaciones 


392 


diferenciales han de ser reducidas a un sistema de ecuaciones diferen- 
ciales de primer orden. 
Supongamos que se da el sistema de dos ecuaciones de primer orden 


y'= fi (2, y, 2), 
, 9 
Loose ña e 
con las condiciones iniciales 
y (20) = Yo» 2 (20) = Zo. (10) 


Los valores aproximados de y (z:) = y, y de z (zı) = z; se determi- 
nan por las fórmulas 


Yi = Y + Ayo Zi = 21 + Aza, (11) 
donde 
Ayi = hfi (£n Ya 20), Azi = hfa (En Yn 24) 
E =0,L 2h (12) 
Ejemplo 2. Aplicando el método de Euler, resolver numérica- 
y =G-yz 


mente el sistema de ecuaciones diferenciales ( 
2=(1+y)x 
para las condiciones iniciales y (0) = 1,0000, z (0) = 1,0000 en el 
segmento [0; 0,6); el paso h = 0,1. Realizar el cáleulo con una cifra 
de reserva. 
Tabla 9.3 


Para realizar los cálculos utilicemos la tabla 9.3. La sucesión de 
operaciones se ve claramente de la tabla. 4 

Ejemplo 3. Aplicando el método de Euler, construir en el seg- 
mento 11; 4,51 la tabla de soluciones de la ecuación diferencial 
y+ z -+ y = 0 para las condiciones iniciales y (1) = 0,77, y' (1) = 
= — 0,44; el paso h = 0,4. 

A Con ayuda de la sustitución y' = 2, y” =2' reemplacemos la 
ecuación dada por el sistema de ecuaciones 


y =2, 
f z 
+ ES 
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Tabla 9.4 


il x | v | visa | asw | z=- on | aeia 
i 
—— m A 
0| 4,0 [0,77 | —0,44 0,044 0,44 —0,33 
1 | 1,1 [0,728| —0,473 | 0,047 0,473 —0,296 
2 | 1,2 |0,679| —0,503 | 0,050 | -0,503 0,260 
3 | 1,8 [0,629/ —0,529 | —0,053 | —0,529 —0,222 
4 | 4,4 [0,576] —0,55£ | —0,055 | —0,551 —0,183 
51455 10,524 0,569 
para las condiciones iniciales y (1) = 0,77, z (1) = — 0,44. Ejecu- 


tomos los cálculos con una cifra de reserva. Para realizar los cálculos 
utilizamos la tabla 9.4. A 


$ 9.5. Modificaciones del método de Euler 


; ono perfeccionado de Euler. Consideremos la ecuación diferen- 
«cla 
Y =1(0, y (0 
con la condición inicial 
y (Zo) = Yo (2) 
ls mesos hallar la solución de la ecuación (1) en el segmento 
a, b 
Dividamos el segmento [a, bÌ en n partes iguales por medio de los 
puntos z; = xy + ih (i = 0, 1, 2, ..., n), donde k = (b — a)/n es 
el paso de integración. La esencia del método perfeccionado de Eulor 
consiste en lo siguiente: primero se calculan los valores auxiliares de 
la función buscada yi+1/2 en los puntos Zi+y/3 = 2: +4 con ayuda 
de la fórmula 


Éi 
Man = Yi tT Yo (3) 
luogo se halla el valor el segundo miembro de la ecuación (1) en el 
punto medio Yi4sya = f (i4172 Yisa/a) y Se determina 
Yin = Yi + hisa/a> (4) 


Observación. La estimación del error en el punto z; puede ser ob- 
tenida con ayuda del «cálculo doble»; el cálculo se repite con paso 
h/2 y el error de un valor más exacto y? (para el paso h/2) se estima 
aproximadamente del modo siguiente: 


iy (zdl =+ lug, © 
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donde y (x) os la solución exacta de la ecuación diferencial. El mé- 
todo perfeccionado de Euler es más exacto en comparación con el exa- 
minado en el $ 9.4. 

Ejemplo 1. Integrar por el método perfeccionado de Euler la ecua- 
ción diferencial y’ = y — z para las condiciones iniciales xy = 0, 
Yo = 1,5 en el segmento [O, 1], tomando k = 0,25. Realizar los cál- 
culos con cuatro cifras después de la coma. 

A Los resultados de cálculos se citan en la tabla 9.5. Esta tabla 
se llena del modo siguiente. 


Tabla 9.5 

+ 

se x 

>= Å 

aja zls F 

-= Y + > 

A E ES E 
Š 1 1 Ñ a 
ž a x a x 
x oe 5 > ES E 
1 5 E 3 E E 
ep sz Ba aja E Ñz x 2 


Paso I. Sogún los datos iniciales llenamos la primera fila en las 
columnas (2) y (3). 

Paso II. De la ecuación yi = f (£i, yı) = y: — £i calculamos 
yi para la columna (4) (i = 0, 1, . . ., 5). 

Paso III. Multiplicamos el contenido de la columna (4) por h/2 
y do este modo determinamos (h/2). y¿; escribimos el resultado en la 
columna (5). 

Paso IV. Obtenemos el contenido de la columna (6) mediante la 
adición del valor corriente z; y h/2. 

Paso V. Al contenido de la columna (3) adicionamos el de la co- 
lumna (5) y escribimos el resultado en la columna (7). 

Paso VI. Sustituimos respectivamente los valores hallados 
Li+1/0) Yi+1/2 [columnas (6) y (7)] en el segundo miembro de la ecua- 
ción diferencial dada, determinamos yi+1/2 y lo escribimos en la co- 
lumna (8). 

Paso VII. Multiplicamos el contenido de la columna (8) por el 
paso de integración h determinamos hy¿+1j2 [columna (9)1. 
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Paso VII. Adicionamos el contenido de la columna (3) al de la 
columna (9) y escribimos el resultado obtenido Yi+1 = y: + hyirya G= 
=0,1,..., 5) en la columna (3) de la fila siguiente. 

Luego repetimos todo el proceso de los cálculos, comenzando por 
el paso II. A 

Método perfeccionado de Euler — Cauchy. La esencia del método 
de Euler — Cauchy consiste en lo siguiente. Primero se determina una 
magnitud auxiliar 


Vi =01 + hyi, (6) 
luego se calcula DIN 3 ad y por la fórmula 


O a ES Mm 
so halla la solución respectiva. 

La estimación del error puede ser realizada por la fórmula (5) 
después de llevar a cabo el cálculo repetido con paso h/2. 

Ejemplo 2. Valiéndose del método perfeccionado de Buler— 
Cauchy, integrar la ecuación diferencial dada en el ejemplo 1. 

A Los resultados de los cálculos se dan en la tabla 9.6. 


Tabla 9.5 
E $ 
z s 13 
ž 5 da UN 
a + + em! 
EY le 1 È ES a G 
A > 4 L + 1 
> z y 7 èz y 
AC E E O E E 3 
o o| o (3) o | o| (8) (0) 40) 


La tabla se llena del modo siguiente. 

Paso I. Según los datos iniciales llenamos la primera fila en las 
columnas (2) y (3). 

Paso II, Determinamos el valor yí = f (£a y) = Yi — tı (i = 
= 0,1, ...,5) para la columna (4). 

Paso III. El valor hallado y; de la columna (4) lo multiplicamos por 
el paso de integración k y escribimos el resultado en la columna (5). 
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Paso IV. Determinamos zi} = z: +Fh(i=0,1,..., 5) para 
la columna (6). 

Paso V. Adicionamos al contenido de la columna (3) el de la co- 
lumna (5) y apuntamos el resultado en la columna (7), o sea, deter- 
minamos Yy, = Ya + hyi. 

Paso VE. Sustituimos los valores hallados z;+1 € y¿4, en el se- 
gundo miembro de la ecuación diferencial dada y determinamos 
Yia, para la columna (8). 

Paso VII. Multiplicamos el resultado de la columna (8) por el 


paso de integración h y determinamos hyi+1 [columna (9)). 

Paso VIH. Encontramos Ay; [columna (10)] para lo cual deter- 
minamos la semisuma de las magnitudes escritas en las columnas (5) 

9). 
y IX. Adicionamos al contenido de la columna (3) el conte- 
nido de la columna (10) y apuntamos el resultado en la columna (3) 
de la fila siguiente, o sea, determinamos Yi}, = Y; + Ayı. 

Luego repetimos todo el proceso de los cálculos, comenzando 
por el paso II. A 

Método perfeccionado de Euler—Cauchy con tratamiento ite- 
ralivo sucesivo. El método de Euler—Cauchy con tratamiento ite- 
rativo es más exacto que el de Euler— Cauchy anteriormente con- 
siderado. Su esencia consiste en que se realiza el tratamiento ite- 
rativo de cada valor hallado y;. Primero se elige la aproximación 
no oxacta 


Yi =y + df (Eo y), (8) 


luego se construye el proceso iterativo: 


VU + e v+ Ern TD). 6) 


La iteración se continúa hasta que dos aproximaciones sucesivas 
Œl y AP no coincidan en los signos que interesan al calcu- 


lador. Luego se toma Yi Wyitt. Si, realizadas tres o cuatro 
iteraciones con el valor elegido de k, no llega la coincidencia de 
los signos necesarios, hace falta disminuir el paso de cálculo A. 
Ejemplo 3. Aplicando el método de tratamiento iterativo, hallar 
con una exactitud de hasta cuatro cifras decimales coincidentes la 


solución de la ecuación y’ = y — z para las condiciones iniciales 
y (0) = 1. La solución ha de obtenerse sobre el segmento [0, 1,5], 
al elegir k = 0,25. - 


A Según la "fórmula (8) encontramos 
YP = Yo + h (Yo — To) = 1,5000 + 0,375 = 1,8750 
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Luego, aplicando el proceso iterativo (9), determinamos sucesiva- 
mente 


¿OE r) GPa 
= 1,5000 + 0,125 (1,5000 + 1,875 — 0,25) = 1,89062; 

P= llor) ur 

= 1,5000 + 0,125 (1,5000 + 1,89062 — 0,25) = 1,89258; 
Y? = Y + oz) + UPa 

= 1,5000 + 0,125 (1,5000 + 1,89258 — 0,25) = 1,89282; 
P= yt oz) + P — a) 

= 1,5000 + 0,125 (1,5000 +- 1,89282 — 0,25) = 1,89285. 


En las dos últimas aproximaciones coinciden cuatro cifras. Por eso 
después del redondeo se puede tomar y, œ 1,8929. 
Volviendo a hacer uso de la fórmula (8) para ¿ = 1 encontramos 


Ya = 1 + hf lav) = NM + R y — n) = 
= 1,8929 + 0,25 (1,8929 — 0,25) = 2,3036. 
Por la fórmula (9) determinamos las aproximaciones sucesivas: 
y% = 1,8929 + 0,125 [1,6429 + (2,3036 —0,50)] = 2,3237; 
y =1,8929 +0,125 [1,6429 + (2,3237 —0,50)] = 2,82622; 
y =1,8929 -+ 0,125 [1,6429 + (2,32622 — 0,50)] = 2,32654; 
y? = 1,8929 + 0,125 [1,6429 + (2,32654 — 0,50)] = 2,82658. 


Se pueden cesar las iteraciones y tomar y, = 2,3266. Aplicando 
luego las fórmulas (8) y (9), obtenemos la solución de la ecuación da~ 
da. Los resultados de los cálculos se dan en la tabla 9.7.4 


Tabla 9.7 


2 {3 ga j 
Yi DEA AD ARa Visi 


o | 1,5000 | 1,875 | 1,89062 | 1,89258 | 1,89282 | 4,89285 | 1,8929 
0,25| 1,8929 | 2,3036 | 2,3237 | 2,32622 | 2,32654 | 2,32658 | 2,3266 
0,50| 2,3266 | 2,78325 | 2,80908 | 2,81234 | 2,81274 | 2,81276 | 2,8128 
2,8128 | 3,3285 | 3,36174 | 3,36586 | 3,3664 | 3,36645 | 3,3664 
4:00| 3,3664 | 3,9580 | 4,0007 [4,0603 | 4,0087 | 4,00679 | 4,0068 
1,25| 4,0088 | 4,0900 [4,7509 | (4,75776 | 4,75870 | 4.75872 | 4,7587 
1,50| 4,7587 


ankoneo 
> 
pe 
E 
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$ 9.6. Método de Runge —Kutta 


El método de Runge—Kutta es uno de los métodos de precisión 
elevada. Tiene mucho de común con el de Euler. 

Supongamos que sobre el segmento [a, b] se necesita hallar la so- 
lución numérica de la ecuación 


y = f (z, y) (1) 
con la condición inicial 
Y (20) = yo- (2 
Dividamos el segmento [a, bl en n partes iguales por los puntos. 
2; = t + ih (i = 0, 1, ..., n), donde h = (b — a)/n es el paso de 


integración. Al igual que en el método de Euler, en el de Runge- 
Kutta los valores sucesivos y; de la función buscada y se determinan 
con ayuda de la fórmula 


Yin = Y + yi (3) 


Si desarollamos la función y en serie de Taylor y nos limitamos a 
los términos hasta h* inclusivamente, el incremento de la función: 
Ay puede ser representado en la forma 


Ay=y (+2) —y (2) =My (2) + Ey (2) + 
++ Lyn (a), (4) 
donde las derivadas y” (z), y” (x), y"¥ (£) se obtienen de la ecuación 
(1) mediante la derivación sucesiva. 


En vez de los cálculos inmediatos con ayuda de la fórmula (4) en 
el método de Runge-Kutta se determinan cuatro números: 


ki=hflz, y), 
h 
h=ht (24t, y), 
h 
ks=hf (++, +5) 1 
k=hf(24+h, y + ko). 

Se puede mostrar que si a los números k;, kg, Æ s, y ka se les asigna 
el peso de 1/6; 1/3; 1/3; 1/6, respectivamente, la media ponderada de 
estos números, o sea, 

1 1 1 1 
gt ght gtg (6) 


con exactitud de hasta los cuartos grados, es igual al valor de Ay 
calculado por medio de la fórmula (4): 


Ay =$ (kit 2h H 2ks tki). (7 
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(5) 


Ahora bien, para cada par de valores corrientes z; e y, con ayuda 
de las fórmulas (5) se determinan los valores 


KP =hf(2,, yo, 


KO 
Pori lat nt), 


8) 
¿0 ( 
oa lat, 


KP hj (zit h yit) 
y por la fórmula (7) se halla 
Aym PHPH AP HR) 
y luego 
Yi = Yi + Ayi 


Los números ky, kp, ky y k, tienen un sentido geométrico simple. 
Supongamos que la curva MCM, (fig. 9.3) es la solución de la ecua- 


y7 


t7 
Fig. 9.3 


PPh T 


ción diforencial (1) con la condición inicial (2). El punto C de esta 
curva se halla en la recta que es paralela al ojo Oy y biseca el segmen- 
to | xi, Ziz l; B y G son los puntos de intersección de la tangente 
trazada a la curva en el punto M, con las ordenadas AC y NM). 
Entonces el número hk,, con exactitud de hasta el multiplicador % 
(donde k = 241 — 21), es el coeficiente angular de la tangente en el 
punto Me a la curva integral M¿CM,, o sea, kı = hyi = hf (za, yi). 
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El punto B tiene las coordenadas 7 = t; 7] + y=Yy+ a 


Por consiguiente, el número kz, con exactitud de hasta el multipli- 

cador h, os'el coeficiente angular de la tangente trazada a la curva 

integral en el punto B (BF es el segmento de esta tangente). 
Tracemos por el punto My la recta paralela al segmento BF. 


Entonces la curva D tiene las coordenadas < = apti y=y + 


pa Yka con exactitud de hasta el multiplicador , que es el coe- 


ficiente angular de la Langente Lrazada a la curva integral en el punto 
D (DRy es el segmento de esta tangente). Por último, porel punto My 
tracemos la, recta, paralela a DR,, que cortará la prolongación WN, 
en el punto R, (2; + h; y; + ks). Entonces k4, con la exactitud de has- 
ta el multiplicador k, es el coeficiente angular do la taugentó traza- 
da a la curva integral en ol punto Ry. 

Los cálenlos según el mótodo de Runge-Kutta es cómodo disponer- 
los de acuerdo con el esquema indicado en la tabla 9,8. Esta tabla se 
llena del modo siguiente. 

Paso I. ¡En las columnas (2) y (3) de la fila correspondiento se 
apuntan los valores necesarios de z e y. (Si la fila es la primera, se 
apuntan los datos iniciales y 0 yo). 

Paso JI. Los valores de z e y de la fila correspondiente se susli- 
tuyen en el segundo miembro de la ecuación diferencial (1), se deter- 
mina f (x, y) y se escribe en la columna (4) de esta misma fila. 

Paso II. El valor obtenido de f (x, y) en la columna (4) se multi- 
plica por el paso de integración h, se calcula le = Af (x, y) y se apun- 
La en la columna (5) de esta misma fila. 

Paso TV. Los valores hallados de % se multiplican por el coefi- 
ciente correspondionte (por 1 si ésle es k, o Æ4, o bien por 2 si ésto es 
le 0 ka), el resultado se escribe en la columna (6) de la fila respectiva. 

Los pasos I, II, IIT, FV se repiten para determinar cada k en la 
i-ésima solución. 

Los resultados de la sexta fila se suman, so dividen por 6 y so 


determina Ay, = + 2 e Yi =Y: t+ Ayi 


Luego se repiten todos los cálculos, comenzando por el paso I, 
hasta que no se recorra todo el segmento (a, bl. 

El método de Runge—Kutta tiene el orden de precisión igual a 
14 sobre todo el segmento [a, òl. Es muy difícil estimar la exactitud 
de este'mélodo. Una estimación aproximada del error puede ser ob- 
tenida con ayuda del «cálculo doble», haciendo uso de la fórmula 


n 
isy aH (9) 


donde y (=;) es el valor de la solución exacta de la ecuación (1) en el 
punto £;; mientras que yfe y; son los valores aproximados, obtenidos 
con el paso h/2 y h. ed 


20-546 401 


Tabla 9.8 


t x v vmt) frag! Ay 
ole a a a © 
Zo Yo Í (Tos Yo) 140 o 
E 
ntt n+ t(a+4 +y Eina ) u p 
e A w) 
h L h Y o| ao 
aty | uot | (atg nt) ES 2 
ko bh PO) HrHh, HKO xo rD 
1 
| | MES 
a h= vot Ayo] H h) 40 P 
yD na 
ati nt (aty q Mtz ) HD 20 
KD D 
ath | ntti | (atp ntt) apj ao 
zh m4 Feath nik 50) Ko 
a 1 
| | gaan 
2 | e P= n+ Ay | 


Si e es la exactitud prefijada de la solución, el número n (número 

de divisiones) para determinar el paso de integración k = (b — a)/n 
se elige de modo que 

MZ e (10) 


No obstante, el paso de cálculo se puede cambiar al pasar de un pun- 
to a otro. 

Para estimar lo correcto de la elección del paso k se utiliza la 
igualdad 


(11) 


donde q debe ser igual a algunas centésimas, en el caso contrario el 
paso h ha de disminuirse. 
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Ejemplo 1. Se da la ecuación diferencial y’ = y — z que satis- 
face la condición inicial y (0) „5. Calcular con exactitud de hasta 
0,01 la solución de esta ecnación para z = 1,5. Realizar el cálculo, 
haciendo uso del método de Runge—Kutta, con dos cifras de reserva. 

A Elegimos el paso inicial de los cálculos de h partiendo de la 
condición h* <0,001. Entonces h<0,3. Para comodidad de los cálen- 
los tomemos k = 0,25. Todo el segmento de integración l0, 1,5) 
se dividirá en scis partes iguales por los puntos Tẹ = 0; z, = 0,25; 
Za == 0,50, z3 = 0,75; z; = 1,00; 24 = 1,25; 25 = 1,50, De las con- 
«diciones iniciales tenemos za = 0; Ya = 1,5. Determinemos la pri- 
mera aproximación Y, + Ayo, donde 


Bye UP 2P i K). 
Utilizando las fórmulas (8), obtenemos 


KP = (Yo — £o) k = 1,5000 -0,25 = 0,3750. 
Ko 
W| (u+ i ) — (za+ 5) J» = 1(1,5000+ 0,1875) — 
— 0,125} -0,25 = 0,3906, 
0) 
1 -[(m+ 22) (a+) 
=1(1,5000 + 0,1953) —0,125]-0,25 = 0,3926. 
KP = (yo + k$) — (zo -+ R)I h =1(1,5000 + 0,3926) — 

— 0,125] 0,25 = 0,4106. 


Por lo tanto, 


Ayo == (0,3750+2-0,8906 +2-0,3926-+ 0,4106) = 0,3920; 
ya =1,5000 + 0,3920 = 1,8920. 


La ulterior resolución de la ecuación se representa en la tabla 9.9 
Créanse las págs. 404). Ahora bien, finalmente tenemos y (t,5) = 
= 4,14. A 

El método de Runge—-Kutta puede ser aplicado también para la 
resolución de los sistemas de ecuaciones diferenciales. 

Supongamos que se da el sistema de ecuaciones diferenciales de 
primer orden. 


y =](2, y, 2), 
, 2) 
¡me e na 

con las condiciones iniciales 
z = To, y (£o) = Yo, Z (Zo) = Zo. (13) 
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Tabla 9.9 


A x v varien | rent ay 
0 
0,4 
0,1 
0,2% 1,8926 110496 0,4106 0,4405 
A —— A a a 
0,3920 
1 | 025 1,8920 1,6420 0,4105 0,4105 
0.375 | 2,0973 1,7223 0,4806 0,3612 
03375 | 2,1073 1,7323 0,4331 0,8662 
0550 | 23251 1,8254 0,4502 0,4562 
2 | oso | 2, 1,8243 0,4561 
0,62% | 215523 1,9273 0,4818 
0,625 | 2,5652 1,9402 0,4850 
0,75 | 278093 2,0593 0.5148 
; 0,4841 
3 | 0,7% 2,8084 2,0584 0,5146 0,5146 
0,875 | 3,0657 2,1907 0,5477 1,0954 
0,875 | 3,0823 2,2073 0,5518 1,1036 
1,00 | 3,3602 2,3602 0,5900 0,5900 
7 0,5506 
4 | 100 | 3,8500 2,3590 0,5898 0,5898 
1,425 | 3,6589 2,5289 0.6322 1,2641 
1,125 | 3,6751 2,5504 0,0875 1,2750 
; 3,9965 2,7465 0,6086 0,5866 
| 0,6360 
5 | 125 | 3,9050 2,7450 0,6862 0,6862 
1,375 | 433381 2,9631 0,7408 1,4816 
4,375 | 4, 2,9904 0,7476 1,4952 
350 | 437408 3,2426 0,8108 0,8106 
9,7456, 
e | 1,50 auo | ap 


En esto caso paralelamente se determinan los números Ay; y Az; 


Ayi =A P HP P P), 
Az =P P 2P P), 


donde 


KP =hj (Lo yn z); 


UP = hg (2i Yo ti) 
MD ¿0 
ES +4. n+ a+); 
380 19 
mg (at. ma +); 
KD yo 
P= hy (z +4. Y+ q, a+); 


L 0) 
19 =hg (a+ + z YA i , aL): 


OM (th, y HD, s) 
WP = hg (ith, yth, 2 0). 
Entonces obtenemos la solución del sistema 
Yiri = Yi F Ayo Zi = 2 + Az; 


Ejemplo 2. Se da el sistema de ecuaciones diferenciales 


De 
ara 
= Y 
E 


(14) 


para las condiciones iniciales xy = 0,5, yọ = 1, za =1. Hallar la 
solución del sistema para z = 0,6. Los cálculos se realizarán con cin- 


co cifras después de la coma. 


A Elegimos el paso h = 0,1 y hallamos los números ky, li, kg 


lar ko Lar kyu la- 
la A 205 0,4500; 


LH 0,177 =0,13383; 
3 EN 
a 2 (u+- 2) —(20+ +) Lo 4 2:1,075—0,55 
Ep =01 0er 
at 5 


= 0,14100; 
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24,075 À 
= 0.1 ora = 0+13209; 


„ 2:4,07050—0,55 


oo 014918; 


2-4,07050 
“1066504 0,55 


== 0,43245; 


k=h [a = 0,4. 2-1:14018040 _ 0,14998; 


atla 1,13245 
Ss 2 (Yo + ka) ME A 
[A] 04 Ar = 013206; 


Por consiguiente, 
Ayo=+(0,15+2-0,14100 -+2-0,14918 + 0,14998) = 0,14672; 
Azo= -$ (0,43333 + 2-0,13299 +2- 0,13245 + 0,13266) = 0,13281 
y finalmente obtenemos el valor de las funciones buscadas en ol 
punto -=0,6: 
Y = 1 + 0,14672 = 1,14672; 2, = 1 + 0,13281 = 1,13281. a 


§ 9.7. Método de extrapolación de Adams 


Al resolver una ecuación diferencial por ol método de Runge- 
Kutta es necesario realizar muchos cálculos para hallar cada yy. 
En el caso cuando el segundo miembro de la ecuación tiene una expre- 
sión analítica complicada, la resolución de la misma con ayuda dol 
método de Runge-Kutta es acompañada de grandes dificultades. 
Por eso en la práctica se aplica el método de Adams que no requiere ha- 
cer un cálculo múltiple del segundo miembro de la ecuación. 

Supongamos que se da la ecuación diferencial 


y = f (0, y) (1) 
con la condición inicial 
T = Zo, Y (20) = Yo: (2) 


Se necesita hallar la solución de esta ecuación on el segmento [a, bl- 
Dividamos el segmento fa, bl en n partes iguales por los puntos 
Zi = tọ + ik (i = Q, 1,2, .... n). Elijamos el trozo [zi z;411 e 
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integremos la ecuación diferencial (1); entonces obtenemos 


Ha 
Yi =Yib $ y dz, 
ki 
o bien 
Fisi 
y= | y dz. B) 
* 


Para hallar la derivada hagamos uso de la segunda fórmula de 
interpolación de Newton (limitándonos en este caso por las diferen- 
cias de tercer ordon); 

1(t41) 


y =t tayi- + Aia 
+A ias a 
donde ¿=(=—x;¿)/h o bien 
y =t tayia d EEE Ayia EEE Ayia (0) 


Sustituyendo la expresión para y” de la fórmula (4') en la rela- 
ción (3) y teniendo en cuenta que dz = hdt, tenemos 


1 
2 
Ayi =h È (yi thiid E Ayia ERE 4-0) de= 
0 


"=h tA A io) HA A ia A yi) 6) 
Designemos a continuación 
qı = yh = f (zu y):h((=0,1,2,..., n). 
Entonces para toda diferencia tenemos A”q, = A™(yih) y 
1 5 
Ay = qi +3 Mia + EE o (6) 


Con ayuda de la fórmula y;¿y, = y;+ Ay: obtenemos la solución de 
la ecuación. La fórmula (6) lleva el nombre de fórmula de extrapola- 
ción de Adams. 

Para el comienzo del proceso se necositan cuatro valores iniciales 
Yo, Ya Ya € Ya 0 sea, el llamado segmento inicial que puede ser 
hallado partiendo de la condición inicial (2) con la utilización de uno 
de los métodos conocidos. Por lo general, el segmento inicial de la 
solución se encuontra con ayuda del método de Runge-Kutta. Cono- 
ciendo Yo, Yi, Ya, Y y, Se puede determinar 


do = hy, = hf (£o Yo); q = hy; = hf (ar Y); 
Ga = hy, = hf (a, Ya); Qa = hy, = hf (Ea, Ya). (7) 
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6 ae se hace la tabla de diferencias de la magnitud q (tabla 
.10). 


Tabla 9.10 
a Y Ay [=ru] a= hy an At; 499, 
ola Poo (5) © 0) (8) (9) 
O| z | w | Í (Zos Yo) ES Ago | Ago | Ago 
1j z h | F(t n) h Mg | 4%, | 
2| z | | | Í (La, ya) da Aga | | 


jy 
3| z Ya | Ays | f (2s Ya) da | 


El método do Adams consiste en la prolongación de la tabla dia- 
gonal de diferencias con ayuda de la fórmula (6). Utilizando los nú- 
meros qa, Ago, A*g,, A*g, que se disponen en la tabla en diagonal, con 
ayuda de la fórmula (6), suponiendo en ésta n = 3 (el último valor 
conocido de y es y y), se obtiene: 


1 5 2 3 
A= + y Age + 37 A+ 5 Ao. 
El valor obtenido Ay, se apunta en la tabla y se halla Ya = Yst 
+ Ays Luego, utilizando x, y cl valor hallado y4, se encuentra 


Í (Ea Ya), Lar Agos A*q2, AQ, o soa, se obtiene una nueva diagonal. 
Basándose on estos datos, se halla 


4 5 3 
Ayi=ga+ 7 Ags + 37 2 +3 Aga Ys =U + AY 


Ahora bien, se prolonga la tabla de solución, caleulando el se- 
gundo miembro de la ecuación diferencial (1) en cada ctapa sólo una 
vez, 

Para la estimación aproximada del error se aplica el principio de 
Runge que consiste en lo siguiente: 

1) so encuentra la solución de la ecuación diferencial para el paso 
ha 
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2) el valor del paso è se duplica y se halla la solución con el paso 
H = 2h; r 
3) se calcula el error del método, haciendo uso de la. fórmula 
¿e Sin—Únnl 8) 


pa 


dondo A es el valor del cálculo aproximado con el paso doble H = 


= 2h, € Yan, el valor del cálculo aproximado con el paso h. 

Observación. Al hacer el cálculo con el paso k se supone que en cada 
paso se comete un error proporcional a %”** y con el paso 2%, un 
error proporcional a (2h)”*! si el orden de precisión del método está 
determinado y es igual a A”. 

Nótese que en la fórmula de extrapolación de Adams (6) las dife- 
rencias finitas terceras Aj se consideran constantes. Por eso la magni- 
tud % del paso inicial se puede obtener de la desigualdad hi < e, 
donde e es la exactitud prefijada de la solución. 

En la práctica se controla el proceso de diferencias finitas terce- 
ras, eligiendo k tal que las diforencias vecinas Ag; y A%q;+, so distin- 
gan entre sí no más que en una-dos unidades del orden prefijado (sin 
contar las cifras de reserva). 

Ejemplo 1. Calcular para z = 1,5 con exactitud de hasta 0,01, 
valiéndose del método de Adams, el valor de la solución de la ecua- 
ción diferencial y’ = y — z si £a = 0 e yo = 1,5. Es cómodo hacer 
todos los cálculos con dos cifras de reserva. 

A Al igual que antes elegimos k de la relación h* < 0,01, o sea, 
h = 0,25. Tomemos el segmento inicial yo, Y, Ya, Ys de la solución 
del ejemplo 1 dado en el $9.6. Para resolver esta ecuación hacemos 
dos tablas: la principal (tabla 9.11) y la auxiliar (tabla 9.12). Su 
finalidad es clara de las mismas tablas. 


Tabla 9.11 


w= reyp] a= 


0 jo 4,5000 1,5000 0,3750  |0,0355 |0,0101 | 0,0028 
4 [0,25 | 1,8920 1,6420 0,4105 [0,0456 [0,0129 | 0,0037 
2 10,50/2,3243 1,8243 0,4561 (0,0585 [0,0166 | 0,0047 
3 |0,75|2,8084 | 0,5504 2,0584 0,5146 [0,0754 [0,0243 

4 /4,00/3,3588 | 0,0356 | 2,3588 > 0,0964 

5 |1,25/3,9944 10,7450 2,7444 al 

6% | 1,50 | 4,7394 


Definitivamente tenemos y (1,5) = 4,74. A 

El método de Adams se emplea también para resolver los siste- 
mas de ecuaciones diferenciales y las ecuaciones diferenciales de 
n-ésimo orden. 
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Tabla 9.12 


i | u | Fa | É Pia | F Siia | Av; 
3 0,5146 0,0293 0,0054 0,0011 0,5504 
4 0,5897 0,0376 0,0069 0,0014 0,6356 
5 0,6861 0,0482 0,0089 0,0018 0,7450 
PES O PO A A S 
Tabla 9.13 
Ss 
slo v av; » AP; SA arpe 
0,0000 | 0,0000 0,0004 0,0006 
0,0000 | 0,0004 0,0010 0,0010 
0,0004 | 0,0014 0,0020 0,0004 
0,0032 0,0018 0,0034 0,0024 
0,0081 0,0052 0,0058 
,0150 0,0110 
Az, € as; ESA ESN 
0 0 4,0000 0,0000 | 0,0200 0,0004 0,0006 
4 | 0,4 | 130000 0,0200 | 0,0204 | 0,0010 | 0,0013 
2 | 0,2 | 1,0200 0,0404 | 0,0214 | 0,0023 | 0,0007 
2 (0,3 f 1,0604 | 0,0732 | o/o6t8 | 0,0237 | 0,0030 
4 | 0,4 | 1,1886 | 0,0984 | 0,0855 | 0,0267 
5 | 0,5 | 1,2323 | 0,1274 | 0,1122 
6 0,6 | 1,3594 


Supongamos que se da el sistema de dos ecuaciones 
y'= fi (t, y, 2), 

n 9 

ls = falt, y, 2). di 


Entonces para este sistema las fórmulas de extrapolación de Adams 
se escriben así: 


5 3 

Ay, = pi ++ Apia + z APPin t Apio ao 
5 3 

Azn=g; + > Agadir gia + g Veis 

donde 


Pi = h = hfi (Zi, Yn Zi), E: = hzi = hfa (is Yis 21) 
y 
Yi = Yi + Ayi Ziti = Zi + Azi 


410 


Ejemplo 2. Aplicando el método de Adams, resolver numérica- 
mente el sistema de ecuaciones diferenciales 


AL 
2=(14+y)z 


para las condicionos iniciales y (0) = 1,000; z (0) = 1,000 en el seg- 
mento 10; 0,6); el paso k = 0,1. 

A Tomemos el segmento inicial de la solución de la tabla 9.3 
(antes hemos resuelto este sistema con ayuda del método de Euler). 
Bnuscaremos los valores de las funciones y (z) y z (z) para z, = 0,4; 
2 = 0,5 y 2, = 0,6, haciendo uso de las fórmulas (10) y designando 
fla y. 2) y = 0-92 y fa (2 42) =2 = (-+y)z. Los cáleu- 
los se dan en las tablas 9.13, 9,14 y 9.15 (las tablas 9.14 y 9.15 
son auxiliares). 

La tabla 9.14 se destina a determinar los segundos miembros del 
sistema dado y hallar p; y gi; la tabla 9.15 sirve para determinar 
Ay; y Az; con ayuda de las diferencias de las magnitudes p y g, 
obtenidas en la tabla 9.13. A 


Tabla 9.14 
i | s | "i | z | PA | Pi | 2i | 8 
o | o,o | 1,0000 | 4,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0, 0,0000 
1 0,1 1,0000 4,0000 | 0,0000 0,0000 | 0,2000 0,020) 
2 | 0:2 ] 4,0000 } 4,0200 | 0,0040 } 0,0004 | 0,4040 | 0,0404 
3 0,3 1,0004 1,0604 0,0180 0,0018 0,6182 0,0618 
4 0,4 1,0036 1,1336 0,0520 0,0052 0,8549 0,0855 
5 1055 | 4,0117 | 1,2323 | 0,1108 | 0,0110 | 1,1220 | 0,1122 
Tabla 9.15 
i Pi Faria | É Pis $ aris Ay, 


SS 


ams as 


$ 9.8. Método de Milne 


Al igual que el método de Runge—Kutta, el de Milne es un método 
de exactitud elevada. 

Supongamos que en el segmento la, b] se necesita hallar la solu- 
ción numérica de la ecuación diferencial 


y =f (ey) (1) 
con la condición inicial 
Y (20) = Yo- 2) 
Dividamos el segmento [a, b] en n partes iguales por los puntos 
z; = Xo + ih (i = 0, 1, ..., n), donde k = (b — aj/n es el paso de 
integración. $ 
Utilizando los datos iniciales, encontramos por un método cual- 


quiora los valores sucesivos y, = y (%1), Ya = Y (Ta), Ya = Y (29) 
de la función buscada y (z). Así pues, llegan a ser conocidas yi (i = 


=0,1,2, 

Las aproximaciones y, e y; para los siguientes valores y, (i = 
=4,5, ...,n) se determinan sucesivamente con ayuda do las 
fórmulas de Milne: i 

i 
= yA , . p 
Yi = Yit g (Wie hat yii) (5) 
= h m 7 1 
N= Via tg Witivi- Hyi- (4) 


donde yi == f (£i Y). 


So puede mostrar que el error absoluto del valor y; es, aproxima- 
damente, igual a 


u= lita. 6) 


Por eso, si e< e, donde e es el error límite prefijado de la solución, 
se puede poner y; = Y1, e yi =f (zi, y:i). Esto tiene lugar si y; è Y; 
coinciden en las cifras decimales que nos interesan. Si la condición 
(5) se cumple, pasamos a calcular el siguiente valor y:+;, repitiendo 
el proceso. En el caso contrario el paso k, comenzando con el lugar 
conocido, se disminuye y el segmento inicial rospectivo se recalcula. 
Al igual que en el método de Runge—Kutta, la magnitud del paso ini- 
cial se obtiene de la desigualdad ht < e. 

Con el fin de deducir las fórmulas de Milne (3) y (4) utilicemos la 
primera fórmula de interpolación de Newton para la derivada y” 
en cierto punto escogido z}. En este caso nos limitamos por las diferen- 
cias de tercer orden; esto es equivalente al hecho de que la integral 
y = y (z) do la ecuación diferencial (t) se aproxima por un polinomio 
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de cuarto grado. Tenemos . 
, , 7 — 4) , —1) 9-2 
y = vit gat ETE Ayit A) 


Abriendo paréntosis, encontramos 
y ctra (aa) Ah HA 302a) Ayh 
(7) 


donde q=(2—2,)/h. 
Suponiendo en la relación Ja obtenemos 


y = yia tH dia y Di 


+ (83420) Vie (8) 


Vamos a integrar la igualdad (8) respecto a z entre zi, y Y; 
A z; 
f y dz = ¡ [yi- bob + ins + 


Fina 
E ERA ya Jdr. 


Fla 


Teniendo en cuenta que q=(2—2,)/h y de=hdg, tenemos 
4 4 
Ya=h (via f dq taraf qdg+ 
? v 


k 4 
+] Lag Ayia |  a) = 

6 0 
(a +8 Di Aa) 


Puesto que 
Ains = Yizs — Y-i 
Aia = Yi=2 — Mia + Y-i 
Ayia = fi-a — Bi- + 3Yi-s — ti-i 
entonces, sustituyendo estas expresiones en la igualdad (9), obtene- 
mos la primera fórmula. :de Milne (3): 
= dh 7 . . 
Syin tg ism Yi +2 1)- 
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Para deducir la segunda fórmula de Milne (4) pongamos en la re- 
lación (7) k = į — 2: 


y =P) A?yi-2 + 
HA (09 3g*+29) Ayia (10) 
donde g=(2—2;_y)/h y dz=hdg. 


Vamos a integrar la igualdad (10) respecto a z entre ziy 
y a: 


fte f [ricardo + ) Oi 
LA 0 


+4 (0 —39* +29) Ayia] dg. 
De aquí tenemos 
vta =h (2-2 +20Yi-2+ $ Mica). an 


Tomando en consideración que Ayí-a = Yica — Yi-2 Y NYia = 
sa yi — 2yi-1 + Yi-2, obtenemos la segunda fórmula de Milne (4): 


Vi = Yia H- (Vi E ia + Yia). 


Ejemplo 1. Se da la ecuación diferencial y’ = y — x que satis- 
face la condición inicial x, = 0, y (x,) = 1,5. Calcular con exactitud 
de hasta 0,01 el valor de la solución de esta ecuación para z == 1,5. 
El cálculo ha de realizarse por el método combinado de Runge— 
Kutta y de Milne con dos cifras de reserva. 

A Vamos a elegir el paso inicial del cáleulo. De la condición de 
hi < 0,01 obtenemos k = 0,25. Entonces todo el segmento de inte- 
gración se divide en seis partes iguales por los puntos xy = 0; z} = 

= 0,25; ze = 0,50; 23= 0,75; z, = 1,00; z, = 1,25; xe == 1,50. 
Tomemos el segmonto inicial yo, y,, Yz, ya de la solución del ejemplo 4 
dado en el $ 9.6. Para resolver esta ecuación hagamos la tabla 9.16. 

Así pues, obtenemos la respuesta: y = (1,5) =4,74. 4 

AL rosolver el sistema de ecuaciones diferenciales 


¡Md y 2) 
z7 =Q (z, y, 2) 
con las condiciones iniciales y (xp) = yo; z (zo) = Za las fórmulas de 
Milne se escriben por separado para las funciones y (z) y z (z). El 


orden de los cálculos queda el de antes. 
Ejemplo 2. So da el sistema de ecuaciones 
y' = cos (y +4,42) +1, 
, 1 
r = Ha +:x+41 
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Tabla 9.16 


y m E s 
8 33 

p i 1 (S3É 

5 ES x |3u5 
38$ 
HE 

1 E 1 |èzs 

c E ` Izi: 

e p3 z% [93 
E 8 E [808 
í y (635 
D i DE 

- K ía J S | [4833 


7-40- {3,3590 


3,9947 |2, 7447 [3,9950 10- [3,99502,7450] > 
12402 |4 , 7406] 4,4-10-* [4,7406] » 


Sm 


para las condiciones iniciales y (0) = 3,14159, z (0) = 0. Haciendo 
uso del método de Milne, con exactitud de hasta e == 0,0001 hallar 
la solución de este sistema en el segmento [0, 0,51, tomando el paso 
h =0,1 y considerando conocidos los valores de las funciones 
Y (x) y z (x) para z, = 0,1; 2, = 0,2; 24 = 0,3. Estos valores son ta- 
es: y (0,1) = 3,14184; y (0, 2) = 3,44364; y (0, 3) = 3,14903; 
z (0, 1) = 0,10981; z (0, 2) = 0,22960 z (0, 3) = 0,35934. 

A Buscaremos los valores de las funciones y (0.4), y 0.5) y 
z(0, 4), 2(0,5) con ayuda de las fórmulas (3) a (5). Realicemos los cálcu- 
los utilizando dos tablas: una principal (tabla 9.17) y otra auxiliar 
(tabla 9.18). 


Tabla 9.17 
(1) (2) 9 | G) (5) l (6) 
Ti= (Y, 21) Yi 
$ * 
5, a Şi | 7 

0 0,0 

1 0,1 

2 0,2 

3 0,3 

4 0,4 3,16057 0,49906 0,15698 1,44878 
5 0,5 3,18164 0,64870 0,27079 1,54596 
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Yj=Yi e 
A i= I= e; 1 tir 
3,14159 A 1,04824 
3,14184 0,00732 4,44801 
3,14304 0,03224 1,24773 
14903 E 1 1,34734 
3,16062 0,15701 1,44678 4,7-40-8 0 
3.18466 7-4077 44077 
Tabla 9.18 
4 5 
Y | 4 Y dl 
2Y; 0,01464 2,29602 0,06448 2,49546 


—0,30224 | —1,24773 
0,16002 2,69468 


—0,08001 | —1,34734 
0,31402 2,89356 


4,04108 


0,14242 3,74297 0,29849 


q 0,01898 | 0,49906 | 0,03980 | 0,5389 
Fes 3,44159 | 0,00000 | 0,14184 | 0,10981 
7 3,16057 | 0.49006 | 3,48164 | 0,64870 
Yi-2 0,0324 | 4,24773 | 0,08004 | 4,834734 
Yi 0,32004 | 5.38936 | 0,82804 | 5,7871 
Yi 0,15698 | 4,44678 | 0,27079 | 1,54596 
25 0,50926 8,08387 0,97884 8,88042 
230 0,01698 | 0,26945 | 0,03263 | 0,28935 
z 2 K k E A 

Yia 3,14364 0,22960 3,14903 0,35934 
yA | 3,18062 | 0,49905 | 3,48166 | 0,64869 


Apuntamos el segmento inicial de la solución en las columnas (7) 
y (8) de la tabla 9.17 y encontramos los valores y; y zi [columnas (9) 
y (10)1. Luego, utilizando los datos obtenidos y la fórmula (3), ha- 
lHamos y, y z4 (tabla 9.18). 

Transponemos los valores y, y Z4 a la tabla principal [columnas (3) 
y (4)1. Delerminamos y, y z, [columnas (5) y (6) y la tabla 9.171 y lue- 
go, volviendo a utilizar la tabla auxiliar, encontramos ya Ya y 


Z4- Sus valores los pasamos a las columnas (7) y (8) de la tabla 9.17. 
Hallamos 


LA = tE n 
8,1 = r (Ya Ya), s.e = yg (2 — 24) 
22 29 


[las columnas (11) y (12) de la tabla 9.17]. Para el error admisible 
prefijado e = 0,0001 vemos que no se necesita volver a calcular el 
segmento inicial y por y, se puede tomar y4. Para encontrar y (0,5) 
y 2 (0,5) repetimos todo el proceso de cálculos. 

Finalmente obtenemos: y (0,4) = 3,16062, z (0,4) = 0,49905, 
y (0,5) = 3,18166, z (0.5) = 0,64869. 4 


§ 9.9. Concepto de problemas de contorno para 
ecuaciones diferenciales ordinarias 


Consideremos la resolución de un problema de contorno para ecua- 
ciones diferenciales ordinarias, citando como ejemplo una ecuación 
de segundo orden i 


F (z, y, y’, y") = 0. (1) 


Un problema de contorno elemental de dos puntos para la ecuación 
(1) se plantea del modo siguiente: se necesita hallar una función 
y = y (x) que dentro del segmento la, b] satisfaga la ecuación (1) 
y en los extremos del segmento, las condiciones de contorno 


Qs ly (a), y' (010, a 
paly (b), y' O) = 0. 


Examinemos algunos tipos de un problema de contorno de dos 
puntos para la ecuación (1). 

Supongamos, por ejemplo, que se da. la ecuación diferencial de 
segundo orden i 


y =f( yy) 8) 
con las condiciones de contorno y (a) = A, y (b) =B (a < b) 
o sea, so conocen los valores de la función buscada y = y (x) en los 
puntos de frontera z = a y x = b. Entonces la solución de la ecua- 
ción (3) representa geométricamente la curva integral y = y (z) 
que pasa por los puntos dados M (a; A) y N (b; B) (fig. 9.4). 
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Supongamos ahora que para la ecuación (3) se conocen los valores 
de las derivadas de la función buscada a en los puntos de frontera, o 
sea, y' (a) = Ay, y' (b) = B,. Entonces la solución de la ecuación 
(3) significa geométricamente que es necesario hallar tal curva inte- 
gral y = y (z) de esta ecuación que corte a las rectas z = a yz = b 
bajo los ángulos œ = arctg A, y $ = arctg B}, respectivamente, 
(fig. 9.5). 


Fig. 9.4 


Fig. 9.5 


Supongamos, por último, que para la ecuación (3) en un punto de 
frontera se conoce el valor de la función buscada y (a) =A y en 
otro, el valor de la derivada de esta función y’ (b) =B,. Tal problema 
de contorno se llama mixto. La solución de la ecuación (3) significa 
geométricamente que se necesita hallar una curva integral y = 

= y (x) de esta ecuación que pase por el punto M (a; A) y corte la 
tecta z = b bajo el ángulo $ = arc B, (fig. 9.6). 

Si la ecuación diferencial y las condiciones de contorno son linea- 
les, tal problema se dice lineal. En este caso la ecuación diferencial 
(1) y las condiciones de contorno (2) se escriben así: 


Y +p l)y + gle) y = j la) (4) 
( Qoy (a) + oy (a) =i; 6) 
Boy (b) + Bay" (b) = Yo, 
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donde p (z), q (z) y f (z) son las funciones continuas conocidas sobre 
el segmento Ía, bl; %o, %, Bo, Bi, Yis Ya, las constantes dadas con la 
particularidad de que |a| +| |0, |Pol +18, 1300. 

Si f (2) = 0 para a< 7< a, la ecuación se denomina homogénea 
y en-el caso contrario, heterogénea. 


Y 


M 


Fig. 9.6 


Si y, = 0 y Ya = 0, la condición de contorno respectiva se llama 
homogénea. Si la ecuación diferencial y las condiciones de contorno 
son homogéneas, el problema de contorno se dice homogéneo. 


$ 9.10. Método de diferencias finitas para las ecuaciones 
diferenciales lineales de segundo orden 


Supongamos que se da la ecuación diferencial lineal de segundo 
orden 


y” + pl)y' + aly = f o) (1) 
con las condiciones de contorno lineales de dos puntos 
oy (a) +0y' (a) =A, 2 
Bay (0) + Biy @)=8 a 
(4% 1+1%1+%0; 1B01+18.1>0) 


y p (2), q (z) y f (z) son continuas sobre el segmento la, b]. Luego, 
supongamos que Xo = 4, Za = b, zi = zo + ih (i =1,2,... 
. - « R — 1) son los sistemas de nodos equidistantes con cierto paso 
h = (b — a)lh y pi = p (e) qu = 4 (2i), fi = f (0). 

Designemos los valores aproximados de la función buscada y (z) 
y de sus derivadas y” (z), y” (x) en los puntos z;, obtenidos como re- 
sultado del cálculo, por yi, yi e yi, respectivamente. En cada nodo 
interior señalemos, aproximadamente, las derivadas y' (x;) e y” (x;) 
por las relaciones de diferencia finita 


y -yi z Vin 
PA Ha- 4, y=ta E (8) 
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«y para los puntos extremos 1¿=4 y „=b pongamos 
s o MA in i 
y=2 ol, y =p, O 
Utilizando las fórmulas (3) y (4), reemplacemos aproximadamente 


la ecuación (1) las condiciones de contorno (2) por el sistema de ecua- 
ciones 


(5) 


hire — Yia El 
a Es atsi py li Ue fi 


Y E — Yn- 
oyo + a = $ HA; Boyn tB E *=B. 
Así pues, llegamos al sistema algebraico de n + 1 ecuaciones con 
n + 1 incógnitas. Como resultado de la resolución de tal sistema ob- 
tenemos una tabla de valores aproximados de la función buscada. 
Si se reemplazan y' (z;) e y” (x;) por las relaciones de diferencia 
central: 
potaa, yi= La, (6) 
se puede obtener fórmulas más exactas. Sin embargo, para las deriva- 
das en los puntos extremos pueden ser utilizadas las fórmulas (5). 
Entonces obtenemos el sistema 


TT Yi ts 
Yin 3 Ti 134p: Yin 7# 1 + qye fis 
ay a A Boya tB EG =B. 


(7) 


Ejemplo. Haciendo uso del método de diferencias finitas, .con 
exactitud de hasta 0,001 hallar la solución del problema de contor- 
no 


y (0,9) —0,5y' (0,9) =2, 
y(4,2)=1. 
A Dividamos el segmento 10,9; 1,2] en partes con un paso de 
h = 0,1. Entonces obtenemos cuatro puntos nodales con las abscisas 
Z = 0,9; z; =1,0; z, =1,1; 2,=1,2. En los puntos interiores 
zx, = 1,0; z, = 1,1 reemplacemos la ecuación dada por la de dife- 
rencias finitas 


vin =u tra n Yala Syama (i=1, 2). (a) 


Utilizando las condiciones de contorno, escribamos las ecuaciones 
ide diferencias finitas en los puntos finales 


AOS 
p=: 


[rasi oar oa- 


(+=) 
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Reduciendo los términos semejantes y teniendo en cuenta que k = 
= 0,1, rescribimos las ecuaciones (+) y (+*+), respectivamente, en la 
forma 


Yia (2 + 0,12) — 4y: (1 — 0,01) + yin (2 — 0,12) = 
= 0,02 (z: + 1), 
1,2Y0 — Ya =0,4; y¿= 1. 


El problema dado se reduce a la resolución del sistema de ecuacio- 
nes 


2,14 —3,9y1+1,9y,=0,04, 
1,11y, —3,96y, + 1,89y,=0,042. 


Resolviendo este sistema, obtenemos y, = 1,406; y, = 1,287; 
Ya = 1,149; y, = 1,000. A 
Ejercicios 

1, Utilizando el método de Picard, hallar tres aproximaciones 
sucesivas de la solución de la ecuación diferencial: 

a) y = åy (1 + 2); la condición inicial y (0) =1, 

b) y’ = x — y; la condición inicial y (0) = 1. 

2. Encontrar los primeros siete términos del desarrollo en serie 
de potencias de la solución y = y (x) de la ecuación y” + 0,1 (y)? + 
ne Faua, y =0 para las condiciones iniciales y (0) = 1; 
y =2, 

3. Hallar la solución de la ecuación diferencial y' = 3? + y, 
que satisface la condición inicial xy = 0, y (29) = 0. Limitarse a los 
términos del desarrollo en serie de potencias que contienen 27. 

4. Suponiendo k = 0,1, con ayuda del método de Euler resolver 
las ecuaciones diferenciales para las condiciones iniciales dadas en 
los segmentos indicados: 

a) y' = y + 32; y (0) = — 1; x € [0, 0,5); 

b) y = z — 2y; y (0) = 0; ze 10, 1). 

5. Aplicando el método perfeccionado de Euler, encontrar en el 
segmento [0, 4] la tabla de solución do la ecuación diferencial y' = 
=y=— y para la condición inicial y (0) = 1; tomar k = 0,2. 

6. Aplicando el método perfeccionado de Euler-Cauchy, resol- 
ver la ecuación diferencial dada en el ejercicio 5. 

7. Con ayuda del método de Runge-Kutta, tomando k = 0,1, 
encontrar las soluciones de las ecuaciones diferenciales para las condi- 
ciones iniciales dadas en los segmentos indicados: 

a) y =z + y; y (1) = Q; z € 11,2); 
b) y = 2? — y; y (0) = 2; z € l0, 1). 

8. Aplicando el método de extrapolación de Adams, resolver la 
ecuación diferencial y' = 2z — y para la condición inicial y (0) = 
= 1 en el segmento [0, 1). El segmento inicial de solución está dado: 
Yo = 1, Y = 0,9145, y, = 0,8562, y,= 0,8225 (tomar k = 0,1). 


[ 1,2yo— y: =0,4, 
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CAPITULO X 
Métodos aproximados de solución 
de las ecuaciones diferenciales 
en derivadas parciales 


$ 10.1, Clasificación de las ecuaciones diferenciales 
de segundo orden 


Son muchos los problemas, prácticamente importantes, de hidro- 
dinámica, transferencia de masa y de calor, conducción del calor, di- 
fusión, teoría de elasticidad y de otros campos del saber, que se des- 
criben por las ecuaciones diferenciales lineales en derivadas parcia- 
les de segundo orden. Entre tales ecuaciones admiten una interpreta- 
ción física más simple y clara las ecuaciones con dos variables indepen- 
dientes *): 


Oy Uza + 20; ql 5y + Can yy + byty + baty + cu = F, (1) 


donde u (x, y) es la función incógnita a determinar; 411, ara, ago Vis 
bp, c son las funciones dadas de las variables independientes x e y 
que se llaman coeficientes de la ecuación y F, la función dada de 
xe y, llamada segundo miembro de la ecuación. Si los coeficientes de 
la ecuación (1) son constantes, ésta se denomina ecuación lineal de 
coeficientes constantes. La ecuación (1) se dice homogénea si F = 0. 

Se llama solución (o integral) de la ecuación (1) a toda función 
que, siendo sustituida en vez de uen la ecuación, la convierte en 
identidad. 

Las condiciones necesarias para la existencia y unicidad de la so- 
lución de la ecnación (1) dependen considerablemente de los coefi- 
cientes a1, G, gy. Vamos a suponer que al menos uno de estos coe- 
ficientes es distinto del cero idéntico (en el caso contrario tendría- 
mos la ecuación de primer orden). Resulta que las propiedades de la 
solución de la ecuación (1) se determinan en gran medida por la mag- 
nitud (más exactamente, por el signo) del discriminante A = a?, — 

— atla. 

Teniendo en cuenta la diferencia de las propiedades de la solu- 
ción, y, por consiguiente, también la diferencia de los métodos de 
resolución ha sido adoptada la siguiente clasificación de las ecuacio- 
nes. Supongamos que en cierto dominio D el discriminante conserva 
el signo o por doquier es igual a cero. 


*) Aquí y a continuación se utilizan las siguientes designaciones para 


a 
los derivadas: y =22, 1,2% de 


dz FT > e 
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La ecuación (1) se llama ecuación de tipo elíptico si A < 0, ecua- 
oR d tipo parabólico, si A =0 y ecuación de tipo hiperbólico si 

>0. 

Si el signo del discriminante cambia al pasar de un punto del do- 
minio D a otro, la ecuación se denomina ecuación del tipo mizto. 

En su esencia la clasificación citada se debe al hecho de que las 
ecuaciones de los tipos elíptico, parabólico e hiperbólico describen 
problemas muy distintos por su sentido físico. Estos problemas se 
determinan por fenómenos físicos que son diferentes por su naturale- 
za. Así, las ecuaciones de conducción del calor y de difusión (de tipo 
parabólico) expresan las leyes de consorvación de la energía y la ma- 
teria. Estas ecuacionos se construyen basándose en las leyes de Fou- 
tier y de Nernst que son iguales desde el punto de vista de la formula- 
ción matemática. 

Por otro lado, la ecuación de vibración de una cuerda (de tipo hi- 
perbólico) representa la ley de conservación del impulso y se funda 
en la segunda ley de Newton. 

Por último, la ecuación del tipo elíptico define la función de un 
género completamente distinto, o sea, la función que representa los 
procesos estacionarios que no varían en el tiempo. 

Del curso de física matemática se sabe que para ciertas condicio- 
nes que se sobreponen a los coeficientes 4;1, 212, 222 (por ejemplo, si 
son derivables continuamente dos veces), existe la tranformación de 
las variables 


E= q (2, y) n = pl y (2) 

que reducen la ecuación (1) a una de las formas canónicas siguientes: 
uz + Unn = Í (ecuación de tipo elíptico); (3) 

uş = f (ecuación de tipo parabólico); (4) 

uz = f o bien ug, — un = f (ecuación de tipo hiperbólico). 

5 


Aquí f = f (E, Y, Us Ug, Un) es la función de las variables independien- 
tes, de la función incógnita y de sus primeras derivadas. Nótese que 
la ecuación de tipo hiperhólico tiene dos formas canónicas equiva- 
lentes. 

Para la ecuación (1) de coeficientes constantes la transformación 
de las variables (2) es lineal y tiene una forma simple. Citemos estas 
transformaciones para cada tipo de ecuaciones. 

Para las ecuaciones de tipo elíptico:: 

Vinn a 


¿t=yo Mg; q = ie 
== E a z. (6) 


Para la ecuaciones de tipo parabólico: 
=y-MLa, nz. 
Ey 9=2 Y 
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Para las ecuaciones de tipo hiperbólico: 


=y—% q: y= — Vit — tte 
t=- n a B (8) 

Nótese que para las ecuaciones de tipo parabólico 1, hablando on 
general, puede ser función arbitraria que no depende de E. 

Ejemplo. Transformar la ecuación Uy, + uzy = F, roduciéndo- 
la a la forma canónica. 

A Aquí m = 1; ag = 0,5; ass = 0; por eso el discriminante 
A = 0,5? — 1.0 = 0,25 > 0. Por consiguiente, esta ecuación es de 
tipo hiperbóbico. Utilizando la transformación correspondiénte de 
las variables (8), encontramos 


4 1 
Us = y (Ugs Zin Hun) Uy == (Ugg Hun). 
Ahora bien, la forma canónica de la ecuación inicial se escribe así: 


ugy — ung = —4F (E, 1), 
donde 
F ($, n) = F (—2n, § — n). 
Flemos obtenido la segunda forma canónica. 
Se puede mostrar que la transformación de las variables a = 
= + m, B = — n lleva a la primera forma canónica; uag = 
= LF Ba Ñ). A l 
A continuación consideraremos precisamente las formas canónicas 
(3) ... (5) de la ecuación (1). 


$ 10.2. Clasificación de los problemas de contorno 


En este párrafo consideraremos las ecuaciones canónicas elementa- 
los (3)...(5) del $ 10.1. Según ya hemos mencionado en el $ 10.1 
distintos tipos de ecuacionos describen diferentes procesos físicos. 
Así, la ecuación *) 


Uy — Uxx = Í (2, t), (1) 
llamada ecuación de vibración de una cuerda describe los procesos rela- 
cionados con las oscilaciones mecánicas, eléctricas, acústicas y otras, 

La ecuación 
UY = Uza = Í (2, t), 2) 


que suele llamarse ecuación de conducción del calor, describe la propa» 
gación del calor, la difusión y otros procesos de transferencia. 
La ecuación 


Usa F Uyy = Í (2, y), (8) 


*) Aquí y a continuación para una mayor claridad física las variables 
æ e y corresponden a las coordenadas espaciales y £, a la coordenada temporal. 
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denominada ecuación de Poisson, describe el campo calorífico estacio- 
nario, flujo potencial de un líquido y otros fenómenos físicos vincu- 
lados con la puesta en régimen estacionario. 

Para describir por completo (unívocamente) uno u otro proceso 
físico es necesario, además de la misma ecuación de este proceso, asig- 
nar las condiciones iniciales (estado inicial del proceso) y el régi- 
men de variación de la función a determinar en la frontera del domi- 
nio en que se desarrolla el proceso. Matemáticamente esto está rela- 
cionado con la no unicidad de la solución de la ecuación diferencial. 
Por eso para determinar unívocamente la solución conviene, además 
de la ecuación, asignar condiciones adicionales, llamadas condicio- 
nesde contorno que se subdividen en condiciones iniciales y condiciones 
de frontera. En consonancia con la clasificación citada se distinguen 
tres tipos de problemas de contorno. 

So llaman condiciones iniciales las condiciones que prefijan en cier- 
to instante de tiempo, denominado generalmente inicial, el valor de 
la solución buscada (y, a veces, sus derivadas temporales) para todos 
los puntos del dominio en cuestión. 

El primer tipo del problema de contorno es el problema de Cau- 
chy. Así se ilama el problema de resolución de la ecuación (1) ó (2) 
para el cual en calidad de condiciones adicionales se dan sólo las con- 
diciones iniciales (estado inicial del proceso). 

En ol problema de Cauchy faltan las condiciones de frontera. Este 
problema se enuncia para las ecuaciones hiperbólicas y parabólicas. 
La ausencia de las condiciones de frontera se determina por el hecho 
de que se considera un dominio indefinido o un pequeño intervalo ini- 
cial de tiempo, cuando la influencia de las fronteras es despreciable- 
mente pequeña. 

El segundo tipo del problema de contorno es el problema sin con- 
diciones iniciales en el cual se asignan sólo las condiciones de fronte- 
ra. A su vez, las condiciones de frontera suelen subdividirse en tres 
géneros. 

Se llama condición de frontera de primer género la condición con 
la cual en la frontera del dominio en cuestión la función buscada toma 
los valores asignados. 

Se llama condición de frontera de segundo género la condición con 
la cual en Ja frontera del dominio en cuestión la derivada normal de 
la función buscada debe tomar los valores asignados. 

Se llama condición de frontera de tercer género la condición con la 
cual en la frontera del dominio en cuestión se asigna la combinación 
lineal de la función buscada y de su derivada normal. 

Desde el punto de vista matemático las condiciones de frontera 
de los géneros I y II son casos particulares de la condisión del género, 
1H. Sin embargo, aquéllas se separan en forma indepedieiente no só- 
lo en virtud de las causas históricas sino también merced a su dife- 
rente interpretación física y cierta diferencia en los métodos de reso- 
lución de problemas de contorno correspondientes. 

La ausencia de las condiciones iniciales en los problemas reales 
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puede determinarse por la consideración de los instantes de tiempo 
que están bastante alejados del inicial, cuando disminuye la influen- 
cia de las condiciones iniciales. Tales problemas se denominan, con 
frecuencia, problemas de régimen estacionario. Los problemas de este 
tipo pueden ser formulados para todos los tipos de ecuaciones (1) (3). 

El tercer tipo de problemas de contorno es el problema mixto, 
en el cual se asignan las condiciones iniciales y de frontera. En cierto 
sentido este problema es la generalización de los problemas de los 
dos primeros tipos. El problema de Cauchy y el de contorno sin condi- 
ciones iniciales son doscasos límite contrarios del problema mixto. El 
primero se da para un lapso de tiempo bastante pequeño y el segundo, 
para un lapso de tiempo bastante grande. El problema mixto se for- 
mula para ecuaciones hiperbólicas y parabólicas. 


$ 10.3. Planteamiento de los problemas de contorno 
más elementales 


En este párrafo expondremos diferentes planteamientos de los 
problemas de contorno suponiendo que sus soluciones son suficiente- 
mente suaves. Aquí y a continuación por suavidad suficiente de una 
función entendremos la continuidad de la función y de número nece- 
sario de sus derivadas. En el planteamiento de los problemas de con- 
torno la suavidad suficiente significa de ordinario la continuidad de 
las funciones y de las derivadas que forman parte de la ecuación dife- 
rencial y de las condiciones de contorno. 

So llama solución clásicade un problema de contorno a toda función 
que satisfaga la ecuación diferencial en cada punto dentro del do- 
minio de representación de esta ecuación y que sea continua en el do- 
minio en cuestión, incluyendo la frontera. 

El planteamiento respectivo del problema de contorno so deno- 
mina clásico. Así pues, el planteamiento clásico impone automática- 
mente ciertas limitaciones para los datos de entrada del problema de 
contorno. Así, por ojemplo, se necesita la continuidad del segundo 
miembro de las ecuaciones (1)... (3) dadas en el $ 10.2 y la suficien- 
te suavidad de las funciones de frontera asignadas. Nótese que en los 
problemas prácticos más interesantes los segundos miembros, por 
ejemplo, tienen particularidades sustanciales, por eso el plantea- 
miento clásico resulta ya insuficiente. En tales casos se introduce el 
concepto de solución generalizada que dejamos sin examinar limitán- 
donos a la consideración de la solución clásica. 

Problema de Cauchy para un dominio infinito. Vamos a formular 
este problema para la ecuación de vibración de la cuerda y para la 
ecuación de conducción del calor. 

Consideremos el proceso de vibración de una cuerda delgada infi- 
nita (muy larga) sometida a la fuerza exterior continuamente distri- 
buida con densidad /. Supongamos que la fuerza actúa en un plano 
(tig. 10.1) que es el plano de vibración de la cuerda (z, u), y ésta no 
es sino un hilo elástico flexible. Supongamos que la tensión produci- 
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da en la cuerda debido a su flexión se subordina a la ley de Hooke y 
que las mismas vibraciones son bastante pequeñas. Entonces la mag- 
nitud del desplazamiento u (z, £) satisface la ecuación de vibración 
de la cuerda 


Ut — Uss = Í (z, 1) (t>0, — o < z < 0). (1) 


Para la univocidad del proceso es necesario asignar, además, el 
desplazamiento inicial y la distribución inicial de las velocidades. 
Matemáticamente, esto corresponde a la representación de las condi- 
ciones iniciales: 


u (z, 0) = u (2); u (2, 0) = u (2). (2 


Se necesita hallar la solución clásica de la ecuación (1), que satis- 
face las condiciones iniciales (2). 


Fig. 10.4 


El problema (1), (2) formulado de esta manera se llama problema 
de Cauchy para la ecuación hiperbólica. 

Vamos a investigar ahora el proceso de distribución de la tempe- 
ratura en una barra delgada infinita (muy pequeña). Se supone que 
el flujo calorífico se subordina a la ley de Fourier y que la variación 
de la temperatura del cuerpo es proporcional a la cantidad de calor 
comunicada a este último. Supongamos que dentro de la barra puede 
desprenderse y absorberse el calor que se caracteriza por la densidad 
de las fuentes térmicas f. Entonces la distribución de la temperatura 
en la barra se describe por la ecuación de conducción del calor: 


Ur — Uga = f (z, t) (1>0,— œ <z < 0). (3) 


Para la representación unívoca del proceso es necesario señalar la 
distribución inicial de la temperatura. Esto corresponde a la repre- 
sentación de la condición inicial 


u (z, 0) = ug (2). (4) 


Se necesita hallar la solución clásica de la ecuación (3), que satis- 
face la condición inicial (4). 

El problema formulado (3), (4) se llama problema de Cauchy para 
da ecuación parabólica. 
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Al plantear los problemas de contorno y, sobre todo, al resolver- 
los numéricamente es necesario responder a las tres siguientes cuestio- 
nes fundamentales correspondientes a los requisitos físicos naturales: 

4. ¿Existe o no la solución del problema planteado? ¿No está ésta 
predeterminada por las condiciones de contorno? 

2. Si la solución existe ¿es ésta única? 

3. ¿Depende o no la solución continuamente de los datos iniciales 
del problema de contorno (f, to, 41, etc,) o sea, cambia o no la solu- 
ción al variar continuamente el segundo miembro de la ecuación y las 
condiciones de contorno? Esta propiedad se llama estabilidad de la, 
solución respecto a los datos de entrada. t 

El problema de contorno se dice correcto si su solución existo, es: 
única y estable. 

El problema clásico de Cauchy, citado anteriormente, para la ecua- 
ción de vibración de la cuerda es correcta si las funciones f, uy 
u, son suficientemente suaves. 

Para que sea correcto el problema de Cauchy concerniente a la 
ecuación de conducción del calor se necesita, además de la suavidad 
de f y uo, el carácter limitado de la solución. 

Problema estacionario (problema sin los datos iniciales). 

Consideremos el régimen estacionario de distribución de la tempe- 
ratura en una placa delgada limitada de forma arbitraria con una 
frontera suave. Supongamos que la función u (z, y) expresa la tem- 
peratura de cada punto de la placa. Siempre que se trate de leyes co- 
rrientes de propagación del calor, descritas anteriormente al formular 
el problema de Cauchy para la ecuación de conducción del calor, la 
función u (z, y) satisface la ecuación de Poisson 


Uxx + uyy = Í (2, y); (z, y) ED, (5) 


donde la función f asigna la densidad de las fuentes térmicas de la 
placa. En caso de no existir las fuentes (f = 0) la ecuación (5) se 
llama ecuación de Laplace: 


Uxx + Uyy = 0. (6) 


Para describir unívocamente el proceso es necesario asignar el ré- 
gimen térmico en la frontera de la placa. Esto puede hacerse asignan- 
do la distribución de la temperatura en la frontera o la distribución 
del flujo calorífico. 

Es posible también el régimen de equilibrio térmico del cuerpo 
radiante con el medio ambiente. Según el régimen térmico en la fron- 
tera se obtienen tres condiciones de frontera para la función u (z, y). 
Sea T la frontera del campo dado D de definición de la ecuación (6). 
La formulación matemática de las condiciones de frontera puede ser 
representada del modo siguiente: 

condición de frontera de género I: 


u lr = Po (2, y); (z, y) ET; (mM 
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condición de frontera de género IT: 


du 
ón 


p= 0 (2 y); (2, y Er; (8) 
condición de frontera de género II: 


du 
ðn 


pti I= galz, y); (2; y) ET. (9) 


La derivada se toma sobre la normal exterior a la curva T; 4> 
> 0 es el coeficiente de conducción del calor; po, p,, Pa son los asig- 
nados sobre la función T, con la particularidad de que q» es el produc- 
to del coeficiente de conductibilidad térmica por la temperatura del 
medio ambiente que tiene contacto con el cuerpo. 

De este modo, el problema de contorno consiste en encontrar la so- 
lución clásica de la ecuación (5) ó (6), que satisfaga una de las condi- 
ciones de frontera (7) ...(9). 

De acuerdo con el tipo de condiciones de frontera se distinguen: 
el primer problema de contorno (5), (7), o sea, el problema de Dirich- 
let; el segundo problema de contorno (5), (8), o sea, el problema de 
Neumann y el tercer problema de contorno (5), (9). 

Para los datos de entrada suficientemente suaves los problemas 
de contorno primero y tercero concernientes a las ecuaciones de Poi- 
sson y de Laplace son correctos. 

Para el problema de Neumann el teorema de unicidad consiste en 
que al ser iguales las condiciones de frontera dos soluciones suyas pue- 
den distinguirse en una magnitud constante. 

En los problemas de física matemática ocupan importante lugar 
las funciones armónicas. 

La función u (z, y) se llama armónica en cierto dominio D si es 
continua junto con sus derivadas de segundo orden y satisface la ecua- 
ción (6) en este dominio. 

Citemos algunas propiedades de las funciones armónicas. 

1° (principio del máximo). Si la función u (x, y) está definida y 
és continua en D = D U T, y satisface la ecuación (6) en D, los valo- 
res máximo y mínimo se alcanzan en la frontera I, o sea, 

máx u(z,y< máx u(z, y), mín u(x,y> 
(eE D (1) ET, (ED 
> mín u(z y). 
(e, y) ET 

2° (corolario de la propiedad 1°). Si las funciones u (x, y) y v (t, y) 
son continuas en D y armónicas en D, u< v para (z, y) €T, entonces 
u< v para (z, y) ED. 

ES (corolario de la propiedad 1?). Si las funciones u y v son conti- 
nuas en D y armónicas en D, con la particularidad de que |u|% z 
para (z, y) ET, entonces| u|¡<v para (z, y) € D. 

Problema de contorno mixto. Consideremos el problema de propa- 
gación del calor en una barra delgada de longitud unitaria. Coloque- 
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mos uno de sus extremos en el punto z = 0 y otro en el punto z = 1. 
En tal barra la distribución de la temperatura durante cierto inter- 
valo de tiempo 0 < t< T se describe por la ecuación 


Uy — Us =f (0<x<1,0<1t<T) (10) 
con la condición inicial 
u (z, 0) = w (a) 0< 2< 1) 41) 


y, además, en este caso para la unicidad de la solución es necesario 
asignar.el régimen de temperatura en los extremos de la barra. Esto 
se puede hacer con ayuda de las condiciones de frontera análogas a las 
que hemos formulado para las ecuaciones de Poisson y de Laplace. 

Condición de frontera de género I (en el extremo de la barra 
z = Q está asignada la temperatura): 


u (0,1) =q() (0<t<?7). (12) 


Condición de frontera de género II (en el extremo de la barra 
x = 0 está asignado el flujo calorífico): 


Us (0, £) = q (1) 0< t< T) (13) 
Condición de frontera de género III: 
— ux (0, t) + du (0, t) = qe (1) (0<t<?7). (14) 


Para el otro extremo de la barra z = 1 los segundos miembros de 
las condiciones de frontera (12 ... (14) se reemplazan por po (o 
pi (t) Y Ya (£), respectivamente. Nótese que las condiciones inicial y 
de frontera deben satisfacer las así llamadas condiciones de conjuga- 
ción, o sea para la condición (12) uy (0) = qy (0), para la condición 
(13) uox (0) = p, (0) y para la condición (14) — uox (0) + Aug (0) = 
= a (0). Las condiciones análogas de conjugación han de cumplirse 
también en el otro extremo de la barra z = 1. 

Así, para el primer problema de contorno las condiciones de con- 
jugación significan que 


to (0) = Po (0); uo (1) = Po (0). (15) 


En el caso general en diferentes extremos de la barra pueden exis- 
tir diferentes condiciones, así que el número total de todas las com- 
binaciones posibles es igual a 6. 

Enunciemos uno de los posibles problemas de contorno. Hallar la 
solución clásica de la ecuación (10), que satisface la condición inicial 
(11) y las siguientes condiciones de frontera 

u (0, 1) = Po (1); u (1, 1) = o (1) (0< t< 7). (16) 
- Este problema (10), (11), (16) suele llamarse primer problema de 
contorno para la ecuación de conducción del calor. El problema de 
contorno (10), (11) con las condiciones de frontera (13) ó (14) en am- 
bos extremos de la barra se llama segundo o tercer problema de con- 
torno, respectivamente. 
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De un modo análogo se plantean también otros problemas de con- 
torno con diferentes combinaciones de las condiciones de frontera 
(12) ... (14) en ambos extremos de la barra. 

Los problemas de contorno de los géneros primero, segundo ter- 
cero son correctos si se cumplen las condiciones correspondientes de 
suavidad y de conjugación para los datos de entrada, 

Las soluciones de la ecuación de conducción del calor poseen la 
siguiente propiedad importante, análoga a la que hemos citado para 
la solución de la ecuación de Laplace. 

Principio del máximo. Si la función u (z, t) es continua en el do- 
minio Dr (0< t<T;0<Y<1 y satisface la ecuación (10), para 
f = 0 los valores máximo y mínimo de la función u (x, t) se alcanzan en 
el instante inicial o en los puntos de la frontera x = Ô ó z = 1. 

Consideremos ahora las vibraciones de una cuerda delgada de 
longitud unitaria. La magnitud del desplazamiento u (z, t) se descri- 
be por la ecuación de tipo hiperbólico 


Un — Us =f (0<<1,t>0). (17) 
En este caso las condiciones iniciales tienen la forma 
u (x, 0) = uy (2); u; (z, 0) = u (2) (0<x < 1). (18) 


Consideraremos las condiciones de frontera en la misma forma 
que para la ecuación de conducción del calor, o sea (12) ... (14). El 
problema (17) y (18) con iguales condiciones de frontera en ambos ex- 
tremos de la forma (12)... (14) se llama, respectivamente, problema 
de contorno primero, segundo y tercero para la ecuación hiperbólica. 
Todos estos problemas son correctos si se cumplen las condiciones co- 
rrespondiontes de suavidad y de conjugación para los datos de entra- 


a. 
A título de ejemplo enunciemos el primer problema de contorno 
para la ecuación de vibración do la cuerda. 
Hallar la función u (z, t) que satisface la ecuación (17), las condi- 
ciones iniciales (18) y las siguientes condiciones de contorno: 


u (0, 2) = Po (t); u (t, t) = vo (t) (1>0). (19) 


El sentido físicò de las condiciones de frontera de género I consis- 
se en que ambos extremos de la cuerda vibran en los regímenes dados 
según las leyes de Jas funciones dadas po y Yo. Las condiciones de fron- 
tera de género II corresponden al hecho de que en el extremo está 
asignada la ley de acción de la fuerza. La condición de frontera 111 
corresponde a la sujeción elástica del extremo de la cuerda. 


$ 10.4. Método de diferencias finitas. Conceptos 
fundamentales 


Para los problemas de contorno elementales, enunciados en el 
$ 10,3, en diferentes cursos de física matemática se dan algunas solu- 
ciones exactas. Al mismo tiempo incluso las ecuaciones lineales que 
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describen los procesos reales en su mayoría son tales que no permiten 
construir una solución exacta con ayuda de funciones elementales. En 
semejantes casos se recurre a los métodos aproximados. De ordinario 
se consideran dos tipos de soluciones aproximadas: analíticas y numé- 
ricas. Examinemos los métodos numéricos fundados en la aproxima- 
ción de diferencias de las derivadas. Tal enfoque se denomina método 
de diferencias, método de diferencias finitas o método de rejillas. 

Para reducir los cálculos vamos a ilustrar este método citando las 
ecuaciones elementales (para las cuales, tal vez, se obtuvo también 
la solución exacta), teniendo presente que los principios fundamenta- 
les de construcción de los esquemas de diferencias se extienden a ecua- 
ciones más generales. > 

Supongamos que se da una ecuación diferencial lineal escrita en 
la siguiente forma simbólica: 


Lu (zx, y) = f (e, y); (z, y) ED. (1) 


Aquí u es la solución buscada de la ecuación; L, cierto operador dife- 
rencial que designa abreviadamento la operación diferencial corres- 
pondiente; f, el segundo miembro de la ecuación (función asignada). 

Se sabe que para la unicidad de la solución de la ecuación (1) 
es necesario adjuntarle, además, también las condiciones de contorno 
(iniciales y de frontera). Escribamos estas condiciones también en la 
forma de una igualdad simbólica 


lu (z, y) = ẹ (z, y), œp En, (2) 


donde 1 es cierto operador que designa abreviadamente el primer 
miembro de la condición de contorno; q, el segundo miembro de la 
condición de contorno (función asignada); I, la frontera del dominio 
D 


Vamos a ilustrar los conceptos fundamentales del método de di- 
ferencias finitas, citando a título de ejemplo la resolución del pro- 
blema de Dirichlet para la ecuación de Laplace en el cuadrado 
DU(O0<z<10<y<1) con la frontera I {x = 0, z'= 1, 0< 
<y<t y =0, y=1 0<:< 1) 


Lu = üss + Uyy =0; (z, y) E€ D°% (3) 
ul =t ayt y+); (E. 6 
Ahora bien, para el problema (3), (4) el operador £ transforma la 


función u en expresión diferencial uxx + Uyy. En semejantes casos 
se escribe que 


el segundo miembro de la ecuación f = 0; el operador de condiciones 
de frontera es operador idéntico, o sea, transforma la función u en 
u : lu = u; el segundo miembro de la condición de contorno tiene la 
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forma 
0; z=0, (<y<1t; 
0; 0<x<t, 'y=0; 


n= byuti; 2=1, 0<y<t; 
$ret; 0<<t, y=1. 


El método de diferencias de resolución del problema (1), (2) puede 
ser representado en forma de dos etapas: 

1) la construcción del esquema de diferencias que aproxima el pro- 
blema continuo dado; 

2) la obtención de la solución del problema de diferencias y la 
estimación del error de esta solución. 

Examinemos con más detalles estas cuestiones. 

Al construir el esquema de diferencias el primer paso consiste en 
reemplazar el dominio D de variación continua de los argumentos 
por el dominio de su variación discreta, o sea, por el dominio reticu- 
lar 6, (o simplemente por la red), es decir, por el conjunto de los 
puntos (tn, Ym) llamados nodos de la red. Para el cuadrado D° el do- 
minio reticular puede ser construido del modo siguiente. Tracemos las 
rectas e 4 

La = nh, Ym = mh (h = 1N; n,m = 0,4, ... N). (5) 


El conjunto de los puntos de intersección (Ln, Ym) de estas rectas es 
precisamente el dominio reticular o, y los mismos puntos forman los 
nodos de la red. Toda función v (z, y) definida sobre la red o, se 
denomina función de red y designa con frecuencia vh- . 

El segundo paso en la construcción del esquema de diferencias 
consiste en aproximar la expresión diferencial Lu por cierta expresión 
de diferencias, y la función del argumento continuo f, por la función 
de red, o sea, on construir cierto análogo de diferencias para la ecua: 
Se (1). Lo mismo se refiere también a las condiciones de contorno 
Tal aproximación conduce al sistema de ecuaciones algebraicas 
respecto a los valores de cierta función de red vp. Este sistema de ecua- 
ciones puede ser escrito en la forma siguiente: 


Lntn = fai (6) 
lith = Pri 0) 
donde La y "p, son los operadores de diferencias *) que aproximan 
L y l, respectivamente; v}, la función de red buscada que aproxima 


la solución w; fh, Pa son las funciones de red dadas que aproximan 
f y O, respectivamente. 


*) Nótese que al concepto «operador» le damos un único sentido, que es 
ue forma simbólica abreviada de notación de las expresiones diferenciales y de 
¡iferencias. 
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El conjunto de las ecuaciones de diferencias (6), (7) que aproxi- 
man el problema inicial (1), (2) se llama esquema de diferencias. 
Nótese que el problema inicial puede ser aproximado, hablando en 
general, mediante distintos esquemas de diferencias, y un mismo es- 
quema de diferencias puede 
aproximar distintos problemas 
continuos. 

A título de ejemplo vamos a 
construir el esquema de diferen- 
cias para el problema (3), (4). 

Para resolver u (z, y) cons- 
truyamos la función de red up 
definida de la manera siguiente: 
Un (Ens Ym) = U (Las Ym). A con- 
tinuación por simplificar la forma 
de notación, allí donde esto no 
dará lugar a equivocaciones, omitiremos el índice h en las funciones 
de red y, sobre todo, en sus valores. De este modo, upm = Up X 
X (Zn, Ym). Utilizando esta designación, aproximemos cada una de las 
derivadas (3) mediante la relación de diferencias: 


A AS 
4 
tyy (Enr Ym) © Fr (Un, ms — Ll F Un, mia). 8 


Entonces la ecuación diferencial (3) se puede aproximar mediante 
las ecuaciones de diferencias: 
F Unm H Vn, mi HOn tn m Pam (9) 
(n, m=41, 2, ..., N—1). 


De aquí obtenemos 


Vam =F noten. m+ Va, met On, mt) (10) 
(n,m=1,2,..., N—1). 
La condición de frontera (4) se aproxima del modo siguiente: 
Yom =0, Uny=0; 


O, O (a m=0 4, N) (11) 


Unm 


El sistema de ecuaciones (10), (11) se resuelve de ordinario por el 
método de iteración simple o por el método de Seydel. 

Comparando las relaciones (6), (7) y (9), (11) es fácil comprender 
el sentido de los operadores de diferencias y de las funciones de red 
del sistema (6) y (7) y su relación con los operadores y funciones res- 
pectivas del problema (1), (2). 
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La expresión de diferencias Lava no es sino la combinación lineal 
de los valores de la función de red en ciertos nodos llamado molde. 
En particular, la expresión de diferencias (9) contiene cinco nodos 
(molde de cinco puntos). Este molde lleva el nombre de «cruz» (fig. 
10.2). 

q bien, para (N — 1)? valores desconocidos Vam (n, m = 
=41,2, . . . N — 1) de la función de red v} obtenemos el sistema 
de (N — 1)? ecuaciones (9) ó (10) en el cual las magnitudes vom, 
Unos Vym» On y están definidas por las condiciones de frontera (11). 
Las relaciones (9), (11) pueden considerarse juntas como sistema úni- 
co de (N +1} — 4 ecuaciones con (N -+ 1)} —4 incógnitas 
Vam (n, m = 0, 1, . . -, N), a excepción de Voo Voy, Uny) Uno: 

Intuitivamente está claro que cuanto más exactas son las aproxi- 
maciones de tipo (8) tanto más proxima es la función de va 4 up. Por 
eso en la etapa dada introduzcamos el concepto riguroso de aproxima- 
ción. 

La solución və del problema (6), (7) es una función de red y, por 
consiguiente, depende del parámetro k, o sea, del paso de la red. Sur- 
ge una pregunta natural sobre la posibilidad de principio de aproxi- 
mar la solución vp a la solución u (zx, y) del problema (1), (2) median- 
te un número fínito de operaciones con ayuda de Ja elección corres- 
pondiente del paso h. 

Vamos a efectuar la comparación para dos funciones de red v, y 
Un = u (2, y), (2, y) € Op. Para determinar la proximidad de dos 
funciones de red asignemos el concepto de norma sobre el conjunto 
de las funciones de red así: 


Ilo ll= máx  |v(= yl. (12) 
(x, y) € Oh 


En la definición (12) el máximo se toma en el dominio de definición 
de la función que está bajo el signo de norma. 
Consideremos el error del esquema de diferencias (6), (7): 2, = 
= V} — Up» Sustituyendo va = Z} + u en (6), (7) obtenemos para 
Z, un problema análogo al problema para v}: 
Latr = Jn — Lua» (13) 
lizh = Pr — Irth (14) 


Los segundos miembros de las ecuaciones (13) y (14) se llaman 
error de aproximación de la ecuación (1) mediante la ecuación de dife- 
rencias (6) y error de aproximación de la condición de contorno (2) me- 
diante la condición de diferencia (7) en la solución del problema ini- 
cial (4), (2). 

Diremos que el esquema de diferencias (6), (7) aprozima el pro- 
blema (1), (2) con el orden k>0 respecto a h en la solución u (z, y) si 


Il fa — Lata NS ch; I pa — dat I Ach, (15) 
donde c, y c, son las constantes que no dependen de k. 
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Determinemos el' orden de aproximación para el esquema (9), 
(11) o bien, que es lo mismo, para (10), (11). Puesto que las condicio- 
nes de frontera están dadas en la red exactamente, el primer miembro 
de la segunda de las igualdades (15) es igual a cero y el orden de apro- 
ximación se determinará por la primera de las desigualdades (15). 

El segundo miembro de la ecuación (3) es igual a cero, por eso se 
estima sólo la norma Lyin- 

Hagamos uso de la fórmula de Taylor: 

e ón 
ls (e), E T (5) y E 
3 
¿E ( u 


LES 
6 


Phata hy 


S e 
(5) ute Oh. ym) 0<0<1; 


a = tnm Eh (E) HE (E)n 


ET (FE ant E (ay: 


ĝiu ya a 
(E) Fu len mE), 0<0,<1. 


Sumando todas estas cuatro relaciones, encontramos ` 
Unti, mF Unut, mF Un, mti F Un, m1 = o + h? (mom + (Uy) ml € 
ht f / ôu j+ CA Muy du y~ 

$ 
"A ( dni Jat ( dx Jat ( ET Ja + ( ay Ja: 


Utilizando las ecuaciones de diferencias (6); obtenemos 


ht 
ILa SF Mo (16) 
donde M¿= máx (= q a ). Aquí se supone la existencia 


(x, eD 
de las derivadas correspondientes. Ahora bien, el esquema (9), (11) 
tiene el segundo orden de aproximación. 

En esto terminamos el examen de la primera etapa, o sea, la cons- 
trucción del esquema de diferencias y pasamos a la segunda etapa, 
o sea, a la resolución del problema de diferencias y a la estimación 
del error. 

En esta etapa las cuestiones más importantes son la cuestión de 
resolubilidad del problema de diferencias, la de únicidad de su solu- 
ción yla de dependencia continua de la solución de los datos de entra- 
da. Por datos de entrada se entienden los segundos miembros de las 
ecuaciones de diferencias, o sea, las condiciones iniciales y de fronte- 
ra del problema de diferencias. Análogamente al hecho de cómo se 
plantea la cuestión acerca de lo correcto de los problemas de la físi- 
ca matemática, se puede formular el concepto de carácter correcto 
del esquema de diferencias. Sea v, la solución y fa, q, los datos de 
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entrada de cierto problema de diferencias (6), (7). Es evidente qué la 
solución y los datos de entrada dependen de h. 

Diremos que el problema (esquema) de diferencias es correcto si 
para todos los k < ko (ko > 0) se cumplen las condiciones: 

1%) la solución del problema de diferencias existe y es única; 

2°) la solución del problema de diferencias depende continuamen- 
te de los datos de entrada. 

Para el problema de diferencias (6), (7) la condición 2° puede ser 
escrita de la manera siguiente: 


loz — va MSM MÍ, — hn Il + Ma KPa oati (47) 


donde los símbolos sin raya corresponden a un problema y con raya, 
a otro. b 

La condición señalada se llama estabilidad del problema (esquema) 
de diferencias referente a los datos de entrada o simplemente estabilidad. 

En la teoría de esquemas de diferencias se demuestra que el es- 
quema «cruz» construido para el problema de Dirichlet y para la ocua- 
ción de Laplace (hablando on general, también para la ecuación de 
Poisson) es correcto. 

«Una vez enunciado el concepto de aproximación y de estabilidad 
para los esquemas de diferencias, hemos legado a la cuestión más im- 
portante, es decir, a la cuestión sobro la convergencia de la solución 
del problema de diferencias (6). (7), a la solución del problema conti. 
nuo (1), (2). 

. Diremos que el esquema de diferencias (6), (7) converge con la ve- 
locidad de orden s > 0 respecto ah, si se cumple la condición 


lv — Un IIS che, 
donde c es la constante que no depende de k. 

Entre los conceptos de aproximación, de carácter correcto y de 
estabilidad existe una relación íntima que se determina por el teoro- 
ma siguiente. 

Teorema. Supongamos que el problema de diferencias (6), (7) 
aproxima el problema (1), (2) en la solución u (x, y) con orden k > Q 
respecto a h y es correcto. Entonces este esquema. converge con un orden 
igual al orden de aproximación k, o sea, se cumple la estimación 

Il tr — Un IIS cht. + (18) 

O Por definición de la aproximación teņemos 

Iin — Erun W eh"; I Pa — Trta NS cah”. 
Utilizando las igualdades (13) y (14), obtenemos 
W Laza IS eh"; I atn NS eah”, 
Luego, en virtud de la suposición de que el esquema de diferencias es 
estable {relación (17)], tenemos 


Itza IS M I Erza EH Ma H laza Il 
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de donde, utilizando las estimaciones que acabamos de obtener, en- 
contramos 


Ilza 11 = Hon — ua iS Mich + Macht = ch*. Mm 
Ejemplo 1. Hallar la solución de los problemas (3) y (4): 
Us “E Uyy = 0; (z, y) € D’, 
u (z, y) =- 2y (e + 1) (y + 1); (e, y) E T. 


Aquí D° es el cuadrado {0 < z < 1, 0< y <1} con la frontera 
T {z =0,2=1, 0<y<1; y =0,y =1, 0K71}. ` 

A Para este problema el sistema de ecuaciones de diferencias fi- 
nitas ya está escrito en el caso general y tiene la forma: 


Vam = F neto Unti, m HUn, m-t F Va, m+1) 
(n; m=4, 2, ..., N—4); 
Vom = Uno =0; 
E v= ERN (n; m=0, 4, +. N) 
Tomando en calidad de paso de la red k = 1/3 (N = 3), constru- 
yamos la tabla inicial de condiciones de frontera y de valores descono- 


cidos: 


Tabla 10.1 


El sistema inicial de ecuaciones para los valores desconocidos to- 
mará la forma siguiente: 


vue g (0+ va +0+vu), 

t= $ (0+ vat vu + 0,222), 

vu =F (wu H 0,222 +04 099), 
4 


va = (Pa +0556- var 40,550). 


Resolvamos este sistema por el método de iteración simple. Para 
esto es necesario obtener los valores iniciales para las incógnitas 
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Vamos a obtenerlos con ayuda de la interpolación lineal respecto a 
los valores de frontera: primero en filas y luego en columnas. 
La interpolación lineal en filas se realiza por la fórmula 


Vam = Bom E (Unni — Vom) F 
lo que da (n; m = 4, 2) 


v = 0,185; Tze = 0,874; T = 0,074; 07, = 0,148, 
La interpolación lineal en columnas se realiza por la fórmula 


Vam = Vno + (Van — Uno) F 
lo que da (n; m = 1,2). 


va = 0,148; -Va = 0,074; Daa = 0,371; v= 0,185. 
Por valores iniciales tomamos la semisuma de las magnitudes ob- 
tenidas: 


ETA = 
vam =y Unm HUnm) 
o sea, Y), = 0%, = 0,166; 03, = 0,371; vf, = 0,074. 
Ahora se puede realizar el proceso iterativo: 
h+ 


vil =P vitt =F W Hote 40,229); 


oht! = (vtz + 0,556). 


Hemos utilizado la simetría de los datos iniciales (vè, = Y,) 
y del sistema de ecuaciones. Vamos a resolver este sistema hasta que 
dos iteraciones sucesivas coincidan con una exactitud de hasta 0,001. 
Representemos los resultados de los cálculos en forma de la tabla 
10.2 


Tabla 10.2 


Número de 5teración 


o $ ] 2 


en 0,074 0,083 0,084 
ada 0,166 0,167 0,166 
vas 0,374 0,361 0,362 


Para obtener la solución resultó suficiente dos iteraciones. Esto 
es consecuencia de la sencillez del problema de diferencias debido a 
una red gruesa. A 
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Ejemplo 2. Hallar la solución de la ecuación de Laplace (3) en el 
cuadrado unitario para las siguientes condiciones de frontera: 


i 0<x<1, y=0; 
| $ucs7—o0 +20: 2=0, 0<y<t; 
u(z, y= 


[pe (64x?—687+33); 0<2<1, y=1; 
0; z=1, 0<y<t. 


A Pongamos k = 0,25 y construyamos el sistema (10), teniendo 
en cuenta los valores de frontera: 


ATL 24014040); 
vt =4 0h +0 +0+0%2); 
At =t 04040404) =>3 0% 
ap =4 (20 +02 tvi tvi); 
vat =F Viet viet vsv) =4 itv); 
vigt =A (404 vhs Hvi +40) = 20+ g vho- 


Las condiciones de frontera y los valores desconocidos se dan en 
la tabla 10.3. 


Tabla 10.8 


Al construir este sistema hemos utilizado la propiedad de sime- 
tria: Unm = UN -m, N -n° 


El cálculo de la aproximación inicial se realiza con ayuda de la 
interpolación lineal respecto a los valores de frontera en los nodos in- 
teriores. Utilizando para el cálculo de vh, la fórmula 


o =12 (1-4). 
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obtenemos v, =9, vy=ô, Y 
nemos 1), =v} =ô, 1 =9. 
Utilizando para calcular Vis Y Vis la fórmula 
vta =20 -5 n) è 
tenemos via =15, 33, TE 66. En virtud de la simetría supo- 
nemos que ve =V = 1 15, 3 
El último valor 5 se iu con ayuda de la fórmula 


=+40- 23 427,87. 


=3. En virtud de la simetría supo- 


Vamos a realizar la solución del sistema por dos métodos: por el de 
iteración simple (tabla 10.4) y por el de Seydel (tabla 10.5). Ejecuta- 


Tabla 10.4 


Tabla 10.5 


remos el cálculo hasta que coincidan dos soluciones sucesivas para ca- 
da variable con exactitud hasta 0,1. El cálculo con ayuda del método 
de iteración simple necesitó cuatro iteraciones y con ayuda del 
método de Seydel, tres. 


Las soluciones finales se dan en las tablas 10.4 y 10.5. 4 


$ 10.5. Esquemas de diferencias para resolver 
la ecuación de conducción del calor 
Consideremos el primer problema de contorno para la ecuación 
de conducción del calor en el rectángulo D(0<z<1, 0<t<T)- 
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Se necesita hallar la solución del problema, continua en D: 


Lu=u—Uy=]f (0<zx<1, 0<t<T); (1) 
u(z, 0)=up(x) (0<<1); (2) 
u(0, £) =qu(2); u(i, £) =polt) (0<t<7). (3) 


De un modo análogo al utilizado en el $ 10.4 para la ecuación 
de Poisson, construyamos con ayuda del método de diferencias la 
solución del problema (1) ... (3). 

En el dominio D introduzcamos una red uniforme rectangular 
Orr (Zn, ta} con un paso deh = 1/N en la coordenada z y con un pa- 
so de t = T/M en la coordenada t: k 

tn =nh (m= 0, å, .. a, N), t=k=0,1,..., (M): 


Vamos a aproximar las derivadas del primer miembro de la ecua- 
ción (1) mediante las siguientes expresiones de diferencias: 
ul — y hm! 
T 


k+i 
Un — Un 


x o bien (u) = 


(ua 


Rh k h 
Un UA 
(trolls A (4) 


De acuerdo con la aproximación (4) construyamos dos análogos de di- 
ferencias (11) con la función de red desconocida vyg: 


AA A 


Lao = 2 A lA (5) 
Aa A — a+ 
Lip — = = a Ll fae (6) 


Aquí f} son los valores de cierta función de red fp, correspondiente 
al segundo miembro de la ecuación (1), por ejemplo fi = f (£n, tx). 


Para el esquema (5) suele tomarse f? = f (zp, ta + ES] y para el es- 


quema (6), k = f (£n, ta — >. Para el primer problema de contorno 
las condiciones inicial y de frontera se aproximan exactamente: 


va = w (nh) (n=0,1,..., N): A 
vh = qo (kt), oh = Yo (kt) (k = 0, 1, -a M). 


En caso de los problemas de contorno segundo y tercero las condicio- 
nes de frontera se aproximan basándose en las fórmulas análogas a las 
relaciones (4). 

Los esquemas (5) y (6) se ilustran en moldes de cuatro puntos re- 
presentados en la fig. 10,3, 

El esquema (5) so dice explícito y el esquema (6), implícito. 
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"al definición se debe al hecho de que el esquema (5) determina en 
forma explícita los valores de la función de red desconocida, sucesi- 
vos en el tiempo, en dependencia de los precedentes. En efecto, de la 
igualdad (5), suponiendo r = 1/h*, es fácil obtener que 


H = r (vha + hn) + (1 — 2r) oh + aa (8) 


Ahora bien, utilizando las condiciones (7) y la forma explícita 
18). se puede obtener sucesivamente todo valor de vh. Por consiguien- 
te, la solución del sistema (7), (8) existe y ésta es única. El asun- 
to es otro con el esquema (6). Escribámoslo on la forma siguiente: 


rha UE 2 ri = — A) 


Este esquema da los valores de la función de red buscada en forma im- 
plícita, es decir, en forma de un sistema de ecuaciones. Se puede mos- 


kl 
ak ná ak 


n kl 
Fig. 10.3 


trar que la solución del sistema (7), (9) existe y es única. Por lo ge- 
neral, se determina por el método de pasadas que aquí dejamos sin 
considerar. 

El orden de aproximación para los esquemas (5) y (6) se determi- 
na basándose en las fórmulas respectivas de Taylor de un modo aná- 
logo al empleado para la ecuación de Poisson en el $10.4. Como resul- 
tado obtenemos que los esquemas de diferencias (5), (7) y (6), (7) apro- 
ximan el problema (1) ... (3) con un error de 0 (t + h°), o sea, 


Il Lptina — fnr MS M (© + h’). (10) 


En la teoría de esquemas de diferencias se demuestra la validez 
de las propiedades siguientes. 

49, El esquema explícito (5), (7) tiene para r< 1/2 la solución única 
y es estable y para r > 1/2 es inestable. 

2. El esquema implícito (6), (7) tiene la solución única y es estable 
para todo r. 

Así pues, basándose en el teorema dado en el $ 10.4, la relación 
(40) y las propiedades que acabamos de formular, se puede afirmar la 
convergencia del esquema explícito para r< 1/2 y del esquema im- 
plícito para todos h y t con error O (t + h°). 

Ejemplo. Resolver el problema (1) ... (3) para f = 0; uo = 

= z (1 — 2) Po = po =0; T = 0,4. 
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A En este caso la ecuación (1) y las condiciones (2), (3) toman la 

forma 
Uy — Us = 0 (0 <r <1, 0<1<0,1); 
u (z, 0) = z (1 — 2 (0< z< 1); 
u (0, t) = u (1, t) = 0 (0< t< 0,1). 

En calidad de esquema de cálculo tomemos el esquema explícito (8). 
Pongamos h = 0,25; entonces t< 0,03. Puesto que 7 = 0,1, es- 
cojamos t = 0.025 para que M sea un número entero (M = 4). 
Calculomos r = t/h? = 0,4. La fórmula de cálculo so escribe así: 


vit = 0,4 (0h Hoh) H020 (n=1,2, 3; k=0, 1,2, 3); 
q: =v=0 (n=1, 2,3; k=1,2,3, 4). 
Así pues, obtenemos las condiciones iniciales v? = 0,1875; v = 
= 0,2500; v = 0,1875 y las condiciones de frontera vk = vt = 0. 
En el primer paso tenemos 
vi = 0,4 (0 +4) + 0,207 =0,1375; 
vt = 0,4 (v! + 03) 40,24? = 0,2000. 
En virtud de la simetría v; = v; = 0,1375. De un modo análogo 


se realizan los cálculos también en los pasos sucesivos. 
Todos los cáłculos se dan en la tabla 10.6. A 


Tabla 10. 
a] ESES 
0 1 2 3 4 

ve 0 0 0 

ol 0,1875 0,1375 0,1075 
Y 0,2500 0,2000 0,1500 
eh 0,1875 0,1375 0,1075 
o} o 0 0 


§ 10.6. Esquemas de diferencias para resolver 
la ecuación de vibración de la cuerda 
Consideremos el primor problema de contorno para la ecuación 


do la vibración de una cuerda en el rectángulo D(0< sai 
O< t< T}. Se necesita hallar la solución del problema, continua 


en D: 


Lu = Uy — Use = f (0< < 1,0 < t< T); (1) 
u(z, 0)=u (2) u(z, 0) =u4 (2) (0<<t); (2) 
u (0, £) = qo (t); u (1, 2) = Yo (t) (0< t< 7). (3) 


444 


La aplicación del método de diferencias finitas a la resolución del 
problema (1) ... (3) poco se distingue, en realidad, de su aplicación a 
la ecuación de conducción del calor *). El dominio D se cubre por lá 
red w,1- La distinción consiste en aproximar la derivada segunda res- 
pecto a la variable £: 

A A 
(ui AG, (4) 
La aproximación de diferencias para la ecuación loma la forma 
E A O 
La 1 A 6) 
Las condiciones iniciales se aproximan de la manera siguiente: 
0h=ug (ma); LA u (nh), (6) 
(n=0,1, .... N). 

Las condiciones de frontera se aproximan exactamente igual que para 

la ecuación de conducción del calor: 
uk = Qo (kt); A, = o (kt) (k = 0, 4, . . . M). (7) 
El esquema (5) está determinado en el molde «cruz» do cinco puntos 

(véase la fig. 10.2). 

El valor v;* es una incógnita ficticia que se puede determinar de 
la relación (6) y sustituir en la ecuación (5). En este caso obtenemos 
un esquema explícito simple (y = 1/h): 

At o 2 nH (8) 

El orden de aproximación del esquema de diferencias (6) ...(8) 
se determina análogamente al indicado en el $10,4 para la ecuación 
de Laplace. El análisis muestra que el error de aproximación del es- 
quema (6) ... 8) es O (1? + k?) y, además, este esquema es estable 
cuando y? = (t/h)? < 1/(1 + e); e >0. Ahora bien, éste converge 
con un error de orden O (t? + h?) para la condición mencionada. 

Ejemplo. Resolver el problema (1)...(3) para f=0; w = 
= z (1 — z), uy = Po = po =0; T = 0,6. 

A Pongamos h = 0,25, entonces t < 0,25. Puesto que T == 0,6, 
escojamos Tt = 0,2 para que M sea un número entero (M = 3). 
Calculemos y (t/h)? = 0,64. La fórmula de cálculo se escribe así: 


e — oh 40,64 (h-i dh) + 0,720 (1=1, 2, 3), 


O. cal 
AE (n=0, 1,2,3,4). 
vi=0=0 (k=0, 1, 2, 3, 4). 

Ahora bien, obtenemos las condiciones iniciales v? = 0,188; 
v? = 0,250; v? = 0,188; v =v; y las condiciones de frontera 
vh = vè = 0 & = O, 1, 2, 3, 4). 

*) En esto párrafo hemos utilizado las designaciones y conceptos conside- 
rados en el § 10.4 y 10.5, 
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Para calcular v; al primer paso se necesitará el valor ficticio UE. 
Lo obtenemos de la condición inicial v} = vi. Así pues, al primer 
paso se tiene 


vi = — vh + 0,64 (081 + ohy) + 0,7208. 
De aquí 
v, = 0,32 (08 + 02) + 0,361 = 0,148; 
v, = 0,32 (vf + 13) + 0,3642 = 0,210. 
En virtud de la simetría del problema v} = v; = 0,148. 
Al segundo paso obtenemos: 
å = — 02 40,64 (13 + 12) + 0,720! = 0,053; 
vi = — vg + 0,64 (vi + vi) + 0,720! = 0,094. 
En virtud de la simetría del problema v? = v? = 0,053. De un 


modo análogo se realizan los cálclous también a los pasos sucesivos. 
Todos los cálculos se dan en la tabla 10.7.4 


Tabla 10.7 

€———=_— A _ —_ 

k 0 | 1 | 2 | 3 

ve 0 0 0 0 

e 0,188 0,148 0,053 0,052 

o$ 0,250 0,240 0,091 0,077 

e 0,188 0,148 0,053 —0,052 

Pi 0 0 0 0 

Ejercicios 


1. Hallar la solución aproximada de la ecuación de Laplace 
e 0 para el cuadrado al ser válidas las condiciones de 


contorno indicadas 


y 2 


16,18. 38,63 17,98 3902 
100 eè oe © 2000 e . 0 7,00 


goe o O exo gue O O 00 


200 O O 0%% gue O O 02% 
¿0. e è e. zoe © © 0/5 
2615 223 2805 2365 
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2. Ballar la solución aproximada de la ecuación de Laplace 
= —=0 con un paso de k=1/6 para el cuadrado siendo 


y 
válidas las condiciones de contorno indicadas 


98t 1978 2912 4016 42,31 
ta Xx X X X X XX 3000 


aw X O X 4016 
a00 X SS 0 0 = 8 X an 
sw X O O O O O X 4944 
sæ XxX O O O O O X ga 
200 X O O Q Q X 6598 
goo X XxX x X X X X 43t 


1728 34,96 4000 30.80 17,28 


3. Hallar la solución aproximada de la ecuación e que 


satisface las condiciones de contorno u (z, 0) = go (2), u (0, t) = 
= fa (t), u (1, t) = fy (t) para los valores OS £< T, tomando en el 
argumento z el paso h = 0,1. Considerar dos variantes de las condi- 
ciones de contorno: 

ae (z) = (14x? + 1,1) sen xz, fo (t) = fı (£) = 0; T = 0,02; 
r = 1/2; 

b) go (2) = (1, 12? + 2,3) 7% fo (0) = 2,3; fi (1) = 3,4 e; T = 
= 0,01; r = 1/6. 


Respuestas a los ejercicios 
Capítulo 1 


Capital u 
Eb 45 “1 557 m 8 —58 547| 
m. a) |99 645 » |310 0j. 2. a —30 —100 146 
8 9 1 2 9-7] | 118 —82 28_ 


7 3—6 6—9 
66 20 88. nia el 12 15. 


T- Ts 
A. »| a]: b) Bi a) 22; b) — 26; c) 4279,1. 6, a) A-1= 


E. ss Ad T E] =4 57 
b| a 5-6)|.3.0] _ ¿by | 840 |; c) 409. 


48, 2 
7 —< 10 —46 24 T 
a dj] 10 a 0-3] 
b egel las y al À 


0 0—96 48 


m 24 57 45 347] 
—446 641 a A 
7. AB=| Tiaa 71 JS 9 = 


1 
LL 10 53 13 29_| 


4 0.0 ri23 —29 
1 2 50 0 1 8/5 —4/5 
o a ESTI | PES 
Al La —7 36/5 as dloo o 14 
—2 4 4/5 N 4 0 0 Y 
1 85 —3 2/5 —1/5 0 0 Le 
0 i 2 7/18 4/18 —5/18 0 — 18 
0.0 a —2/18 — 3/18 2/18 1/18_| 


ildx sE 3 0 0 rt -2/3 23 03 
24 2-4 pap |2743 o ojo 1 07-07], 
x| 3-24 | DA=RR= 3 4 47 ollo o 1 sf 
2-8 2 4 La e/a —o/ras llo o o ad 
3/3 4/7 87 113 0 0 0 7 
5 adoa m =i |= amo o |_ 1 
ARS T E “+. 710. 18 
-00 0 £ fi —43 5/18 9/18 1/18 
E ña] CO 27 
x= a: a a ¡bx=| 1 0-2]. 
—12 11 9 —43 e i a 
—6 —5 9 1 5 e ai 


11. a) r=2; b) r=2. 12, a) Linealmonte dopendiento; b) linealmente indepen- 
diente. 13. Forman la base, por ojemplo, los vectores Xq, Xp Xai Xg=X1—Xg> 
44. y=(5/4, 1/4; —1/4, —1/4). 


Capítulo HI 


1. a) a= {iTar a= iiri b) 2=(8 132/17, w= 
iz 2050/47, Be a solución genoral: 21 (a3 day DM, 2 
=(—d2y +14 +10)/14; solución particular: 7, =—1, 2¿=1, 23=0, x¿=4; 
b} solució a= 22r, — 33r; 1l, zam — 16r 424r F-8; solución 

ü 8. 3, a) 2,=0, a= 1, 2y=2; 


p Ij=W11, 2=— 


4. a) 1 =1, z= 4, z= —1; b) z= —1, 
2 hei aai 5. 8) eA aeDA ea NE a, 
En 250,042 6. a) d=88 b) d=211,97. 7. 0) A= 


y=— 
10/3 —116 4/2 —4/67 149 —0,31 —0,82 —0127] 

| —5/3 5/6 —1/2 —7/6 |. Mis —047 1,557 1,23 0,70 
Ei 1-12 42 3/2 |” | —4,75 01 0,330 0,87 
1-12 42 1/2, |_—0,12 —2,92 TR 0,417. 


O92 196 b) 2 
lAlh= 
EA E, 
a ei It 


8.) a =—0,72; z= 1,88; zs 

3 io. a) TAi =S A 
=1,07, || A lla=1,20. 11. a) z= 
Za)2, ra= 112, z= —2. i2 a) 


n=l, n= i. 


Capítulo IV 


1. Resto r= P, (3)= 430; cociente e E 2, Sí, 
IA 0,423; b) 0,940; c) 1,3886; d) 1,221; e) 0,809; f) 0,809. 4. a) 3,464; b) 7,483; 


Capítulo V 


Je a) 51,325; b) 1,180; 0) 1.870: 0.578; d) OBH, 2,401; e) 0.0; 0,309: 
6,352 1) 031ó 4,0. 2. a) 1,213; b) 0,706; e) 0,841; d) —0438; 0,438; e) 0.0; 
0/87, D) 1897. 3. a) On 0468; 01908 D) 08d, E 3/87; 
g 3088 —4,567; 1,086; d) 0,3 ) 0,739. 4. a) 0,760; 
DES o; ota d) 056% =0, 385; 0.0: €), 8,473; y 1422. 5. a) —0,58% 
d) — 1,453; 1,164. 
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Capítulo VI 
4. a) 22242 —00%+4, b) 25446441, c) 24494161246. 


2.0) %=7 a=e[4] ¡dy —2, Zo [S] b)2=-2, aa] ie 
Sis 


Hea «3. a) 294-4231. —7; b) A4-48A3-46A2-+ 64—54; c) M4 12621 


1 
— 18A. 4. a) M—TA 415/2434; h) 1420720454. 6. D= 
=> 
o]. 
0 


1. 20.819. 2, 24,680. 3, L,(z)= E o 

4. Ly (2)=0,07352*— 0,4580: -+-0, 1474 A,= 10, e Ay 

9. 1,43612. 10, 0.75487. 24. a) 0,6115 = 0, doos. b 0,9409 a 0/000 ) 0,9456 mt 

= 0,002; d) 0,8007 + 0,0009; e) 0,3156 + 0,00012; 1) 2,4505 £ 0,0018. 25. Q, (2)= 

=2--0,7 cos 22—0, 3 sen 22—0,3 cos 4r4b, sen 4z. 26. Q(z) = —1+ 
+ (7/3) cos 2az— (2/13) sen 212 = cos 4nz, 


—3M43%4, M=d4+=2)=1, D= 
7. hy 74,46; d=1,59. 


Capítulo VIT 


Capítulo VII 


1. 45, 40. 2. 1,429. 3. 2,28. 4. 2,022. 5. 0,107250. - 0,07309, T. oaa 
8. 0,007. a 0,0087. 10. 23 


b) A 2 0,002 2 (para 


Capítulo IX 


1. a) yg=14 8z- (56/3) 094-1824 +-8294-(4/3) 2% b) yy=10 00 
(1D 23+ (1/24) 24, 2. yl) 14 220122 e p Haa E O e T 
—0,001012%. 3. li 4.0) n= Ya 288; 
Ya= 1,2718; ys =—4,2790; EN ezo PR n= 0524, 

0,08192, “yg = 0,115536, d80429, Ye =0:91943, y= 0,23854, Mi= 
0,276844. 5. yy=1, y KETA yo=4:3426, ya =1,4850, ya=1,0152, V 
18. 6. w=, yi= 11867, ya = 1.3484, y= 1,4988, ya = 1.0272, ys = 1,7842. 

a) Y1=0,10536, y,=0,223136. y¿=0,356601, 000, n= 
—0/601407, "yo 0,91054, Jem 1 184048, ya=4,54449, yy =2, 

=2,827617: b) y=2,00, y =1,8i, y¿=1,04, pa=1,49, Y, 

Yo=4,46, y,=1,09, ya=1,04, y,=1,01 8. y, =0,8110, Ya 
Yo =0,8808, v= 0,9480, yy= 1,0197, yzo=1:1037. 


Capítulo X 
0,00 | 46,48 | 38.68 | 30,00 


50,00 
0,00 | 44,12 | 26,09] 30,10 0,00 | 15,48 | 36,50] 30,10 


0,00 | 15,20 | 20,53| 12,38 "e | 16,37 | 21,26] 12,38 
0,00 | 20,45 | 29.24) 4,21 0,00 | 20,05 | 29,08| 4,31 
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[9.81 |10,78 |29,12 40,16 (42,31 


0,00 | 8,97 [47,58 [25,36/32,18]30,41 | 40,16 


0,00 | 8,68 [16,00 22,20] 26,80/25,00 | 33,11 


2. 0,00 | 8,36 [15,50 20,74 [23,05 [22,62 19,41 


0,00 | 9,43 J17,22|24,71[24,85/18,55| 13,00 


0,00 j12,20 [22,00 25,90 | 24,01 | 16.70] 6,98 


[17,28 [1,96 | 40,00 | 30,50} 17,28| 


y 4, 4, 1,410 ti 
0,017 | 2,097 | 1,924 | 1,781 | £, 1,414 | 1,351 | 1,298 
b) 0,033 | 2,102 | 1,929 | 1,785 | 4, 4,443 | 1,352] 1,299 
050 | 2,108 | 1,934 | 1,789 | £, 1,415 | 1,354] 4,300 
0,007 | 2,110 " 1,79% | 4, 1,410/ 1,3551 1,301 
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